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内 容 简 介 


本 书 是 拓扑 学 的 入 门 教材 . 内 容 包括 点 集 拓扑 与 代数 拓扑 ,重点 介绍 代 
数 拓扑 学 中 的 基本 概念 .方法 和 应 用 . 爹 书 共 分 八 章 ， 拓 扑 空间 的 基本 概念 ， 
紧 致 性 和 连通 性 , 商 空间 与 财 曲面, 同 伦 与 基本 群 , 复 王 空间 ,单纯 问 调 及 其 
应 用 ,映射 度 与 不 动 点 等 . 得 节 配备 了 适量 习题 并 在 书 尺 附 有 解答 与 担 示 , 本 
书 氢 述 深入 浅 出 ,例题 卡 富 ,论证 严谨 ,重点 突出 ;强调 儿 何 背 景 , 注 意 培 养 学 
生 的 几何 直观 能 力 # 方 法 新 颖 ,特别 是 关 士 对 径 映 射 的 映射 度 岁 计算 闫 具 新 
意 . 本 书 把 抽象 理论 与 具体 应 用 紧 视 结合 ,使 学 生得 到 抽象 思维 与 远 辑 推理 
能 力 的 训练 

本 书 可 作为 综合 大 学 、 高 等 师范 院 校 数学 条 的 拓扑 课 教材 ,也 可 供 有 关 
的 科技 人 员 和 拓扑 学 爱好 者 作为 课外 学 习 的 入门 读物 - 


序 言 


拓扑 学 是 十 分 重要 的 基础 性 的 数学 分 支 , 它 的 许多 概念 、 理 论 
和 方法 在 教学 的 其 他 分 支 (特别 是 几何 类 和 分 析 类 分 支 ) 中 有 着 广 
泛 的 应 用 ,有 的 甚至 已 成 为 适用 语言 . 拓扑 学 在 物理 学 ,经济 学 等 
部 门 也 有 许多 应 用 , 拓扑 课 已 是 综合 性 大 学 和 许多 师范 院 校 数学 
和 的 … 门 重要 课程 . 

北京 大 学 开设 拓 了 扑 学 课程 已 有 悠久 历史 ,并 于 1978 年 出 版 我 
国 第 -本 拓扑 学 教科 书 《拓扑 学 引 论 》 本 书 编者 从 1979 年 以 来 就 
在 北京 大 学 数学 系 讲 授 这 门 课程 ,当时 就 选用 《拓扑 学 引 论 }》 帮 为 
教材 ,并 参照 1980 年 5 月 教材 编审 委员 会 审定 的 《拓扑 学 教学 大 
岗 》 作 了 删节 和 补充 ,以 后 又 选用 《基础 拓扑 学 CM. A. Armstrong 
著 , 孙 以 丰 译 ,北京 大 学 出 版 社 ,1983) 为 教材 和 主要 参考 书 . 在 十 
多 年 的 教学 实践 中 ,编者 对 本 课程 有 了 较 深 刻 的 理解 ,并 积累 了 大 
量 素材 和 经 验 ,为 编写 本 书 作 了 充分 的 准备 . 

本 书 是 贡献 给 初学 拓扑 学 的 读者 的 . 它 为 深入 学 习 许 多 数学 
课程 提供 了 必要 的 拓扑 学 基础 知识 , 它 也 可 作为 学 习 和 研究 拓扑 
学 的 入 门 教材 . 

本 书 的 内 容 可 分 为 点 集 拓扑 和 代数 拓扑 两 部 分 ,侧重 于 后 者 . 

点 集 拓 扑 部 分 介绍 了 关于 拓扑 空间 ,连续 映 射 的 最 基本 的 概 
念 ,还 介绍 了 乘积 全 间 、 商 空间 、 紧 致 性 和 连通 性 等 重要 而 常用 的 
概念 ,以 及 它们 的 性 质 , 这 部 分 内 容 与 分 析 学 有 着 密切 联系 ,可 看 
作 分 析 学 相应 内 容 的 提高 和 深化 . 尽管 我 们 的 论述 建立 在 公理 化 
的 定义 的 基础 上 ,似乎 并 不 直接 用 到 分 析 学 的 知 说 ,但 具有 良好 的 
分 析 学 基础 ,对 接受 和 理解 这 部 分 内 容 是 很 有 帮助 的 . 这 部 分 内 容 
还 要 求 读者 熟悉 集合 和 映射 的 知识 . 
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代数 拓扑 部 分 介绍 了 基本 群 , 复 释 空间 ,单纯 同调 群 等 代数 拓 
扑 中 最 简单 .最 直观 的 内 容 , 它 们 都 有 很 广泛 的 应 用 . 这 部 分 内 容 
涉及 到 代数 学 的 许多 基本 概念 ,例如 群 ,Abet 群 ,自由 循环 群 , 同 
态 , 同 构 等 等 ,要 求 读者 对 它们 能 够 熟练 的 运用 . 

拓扑 学 是 几何 学 的 一 个 分 支 ,许多 概念 都 有 很 强 的 几何 背景 . 
但 是 在 表达 形式 上 它 又 是 很 抽象 的 . 它 的 概念 用 公理 化 的 方法 建 
立 ; 它 没有 分 析 学 科 那 么 多 的 计算 , 却 大 量 运用 逻辑 推理 , 因此 , 它 
不 需要 许多 知识 上 的 准备 ,但 需要 良好 的 数学 素养 . 反 过 来 ,学 习 
拓扑 学 又 能 得 到 抽象 思维 和 公 辑 推理 能 力 的 训练 . 

本 书 是 一 学 期 的 教材 . 根据 编者 的 经 验 ,用 72 学 时 可 以 讲 完 
主要 内 容 . 如 果 放 弃 带 * 号 的 节 和 内 容 , 将 能 更 加 从 容 些 . 如 果 学 
时 还 不 够 ,有 些 章节 可 删 去 ,不 影响 后 面 内 容 的 学 习 ,如 第 五 章 复 
村 空 间 ,第 七 章 单纯 同调 群 ( 下 ) (在 讲 完 第 六 章 单纯 同调 群 ( 上 ) 
后 ,介绍 第 七 章 的 主要 结果 , 跳 讲 第 八 章 ). 有 的 定理 (命题 ) 的 证 明 
比较 复杂 ,其 方法 对 本 书 其 他 部 分 又 没有 大 的 影响 ,也 可 以 省 略 不 
讲 . 例如 第 二 章 第 二 节 中 的 三 个 定理 ,第 三 章 的 闲 曲面 分 类 定理 . 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ,得 到 姜 伯 骆 教授 热情 帮助 . 他 在 全 书 内 
容 的 取舍 和 编排 方面 都 提出 了 很 好 的 意见 , 有 的 论证 的 思路 (例如 
对 径 映 射 的 映射 度 的 计算 ,命题 8.3) 也 是 他 提供 的 . 在 此 说 表示 
衷心 的 感谢 . 


编 者 
1996 年 10 月 于 北京 大 学 
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引 言 
(拓扑 学 的 直观 认识 ) 


“什么 是 拓扑 学 ?” 这 是 许多 初学 者 都 会 提出 的 问题 , 拓扑 学 是 
一 种 几何 学 , 它 是 研究 几何 图 形 的 . 但 是 拓扑 学 所 研究 的 并 不 是 大 
家 最 熟悉 的 普通 的 几何 性 质 ,而 是 图 形 的 一 类 特殊 性 质 , 即 所 谓 
“拓扑 性 质 ”. 于 是 ,要 了 解 拓扑 学 就 要 知道 什么 是 图 形 的 拓扑 性 
质 . 然而 ,尽管 拓扑 性 质 是 图 形 的 一 种 很 基本 的 性 质 , 它 也 具有 很 
强 的 几何 直观 , 却 很 难 用 简单 通俗 的 语言 来 准确 地 描述 . 它 的 确切 
定义 是 用 抽象 的 语言 叙述 的 ,这 里 还 不 能 给 出 . 下 面 介绍 几 个 有 趣 
的 向 题 , 它 份 涉及 到 的 都 是 图 形 的 拓扑 性 质 ,希望 读者 能 从 中 得 到 
关于 拓扑 性 质 的 一 些 直 观 认 识 . 


一 笔画 问题 和 七 桥 问 题 


一 笔画 是 一 个 简单 的 数学 游戏 , 平面 上 由 曲线 段 构成 的 一 个 
图 形 能 不 能 一 笔画 成 ,使 得 在 每 条 线段 上 不 重复 ? 例如 汉字 “日 ”、 
“中 ?都 是 可 以 一 笔 写 出 来 的 , 面 “ 田 ? 和 "“ 目 ? 则 不 能 一 笔 写成 . 

显然 ,通常 的 几何 方法 在 一 笔画 问题 上 是 没有 用 的 ,因为 “图 
形 能 不 能 一 笔画 成 "和 图 形 中 线段 的 长 度 、. 形 状 等 几何 福 念 没有 关 
系 ,要 紧 的 是 线段 的 数目 和 它们 之 间 的 连接 关系 ,也 就 是 说 一 笔画 
问题 的 关键 是 图 形 的 整体 结构 . 我 们 可 以 随意 地 将 图 形变 形 , 如 拉 
促 \ 压 缩 或 灾 曲 等 ,其 至 可 将 一 些 线段 搬家 (但 保持 端点 不 动 ), 只 
要 图 形 的 整体 结构 不 改变 ,“ 能 不 能 一 笔画 出 ”这 个 性 质 是 不 会 改 
变 的 , 例如 图 1 中 的 (a) 和 Cb) 都 是 “日 ” 字 的 变形 ,都 能 一 笔画 出 ; 
(ce),(d) 和 (e) 都 是 “ 田 " 字 的 变形 ,都 不 能 一 笔画 出 . 

著名 的 七 桥 问 题 对 拓扑 学 的 产生 和 发 展 曾 起 了 一 定 的 作用 ， 
实质 上 它 是 一 个 一 笔画 何 题 . 七 桥 问题 是 这 样 的 : 流 经 哥 尼 斯 堡 的 


oo OR 
je de 


人 
图 1 

普 雷 格 河 的 河 湾 处 有 两 个 小 岛 ,七 座 桥 连结 了 两 岸 和 小 岛 (图 2 左 
图 ). 当地 流传 一 个 游戏 :要 求 在 一 次 散步 中 恰好 通过 每 座 桥 一 次 ， 
很 长 时 间 里 没有 人 能 做 到 . 后 来 大 数学 家 Euler 研究 了 这 个 游戏 . 
他 用 点 代表 陆地 (两 岸 和 岛 ), 用 连结 各 点 的 线 代表 桥 , 得 到 图 2 右 
图 中 的 图 形 . 于 是 上 述 游戏 变 成 这 个 图 形 能 不 能 一 笔画 成 的 问题 
了 , Euier 证 明 它 是 不 能 一 笔画 成 的 ， 


正 是 七 桥 同 题 和 其 他 类 似 性 质 的 问题 ,使 Euler 和 他 那个 时 


代 的 其 他 数学 家 开始 认识 到 :存在 着 某 种 新 的 几何 性 质 ,它们 和 欧 
氏 几 何 中 研究 的 几何 性 质 完全 不 同 . 这 种 认识 是 拓扑 学 产生 的 背 
景 . 


地 图 着 色 问 题 


给 地 图 着 色 时 ,要 把 相 邻 的 国家 《或 区 域 ) 着 上 不 同 的 颜色 ,以 
便 容易 地 加 以 区 分 . 那么 绘图 员 至 少 要 准备 多 少 种 颜色 才能 给 任 
何 地 图 着 色 ? 这 个 问题 
看 起 来 简单 , 却 出 人 意 
料 地 难以 解决 . 图 3 中 
的 地 图 虽 只 有 四 个 区 
域 , 却 是 两 两 相 邻 的 , 因 
此 它 需 用 4 种 颜色 着 
色 . 这 个 例子 说 明 上 述 
问题 的 答案 应 不 小 于 二 
数学 家 明确 提出 这 个 问 
题 不 很 入, 证 明了 有 5 图 3 
种 颜色 是 够 用 的 . 于 是 
问题 集中 到 “4 种 颜色 够 不 够 ?上 ,就 出 现 了 著名 的 “四 色 问 题 ” 
它 人 失 1852 年 由 F. Guthrie 提出 后 ,直到 本 世纪 七 十 年 代 才 借助 计 
算 机 得 到 肯定 性 的 解答 . 

地 图 着 色 问 题 同一 笔画 问题 一 样 ,也 具有 “拓扑 "特性: 它 与 度 
基 ( 区 域 的 面积 ,边界 线 的 长 度 等 ) 和 形状 都 没有 关系 ,关键 是 区 域 
的 个 数 和 它们 的 邻接 关系 ;地 图 经 过 变形 (缩放 或 作 各 种 投影 ) 所 
需 颜色 数 不 变 . 


Euler 多 面体 定理 


这 是 立体 几何 中 的 一 个 有 各 的 定理 : 凸 多 面体 的 面 数 ,楼 数 
7 和 顶点 数 v 满足 Euler 公式 
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了 一 ! 十 z 一 2 
表面 凸 看 ,似乎 它 和 ~ 笔画 .地 图 着 色 问 题 不 ~ 一 样 , 凸 多 面体 是 平 
直 图 形 , 不 能 随意 变形 . 但 只 要 对 Euler 多 面体 定理 稍 加 推广 ,就 
可 看 出 它 的 “拓扑 "特性 了 ， 
| 把 多 面体 放 进 一 个 大 球体 
内 ,和 使 球 心 在 多 面体 内 部 . 于 
晨 , 从 球 心 作 的 中 心 投影 把 凸 
多 面体 的 棱 映 射 成 球面 上 的 曲 
线 (实际 上 是 大 陪 弧 ) ,顶点 映 
成 球面 上 的 点 . 这 些 点 和 大 阅 
弧 构 成 球面 上 的 一 个 图 (网 络 ) 
(图 4》, 它 把 球面 分 割 成 了 块 ， 
有 ?条 枝 ( 大 圆 红 ) 和 ww 个 节 
图 4 点 . 

一 般 地 ,球面 上 的 图 是 由 球面 上 有 限 个 点 ( 称 为 节点 ) 和 和 有限 
条 曲线 ( 称 为 枝 ) 所 构成 的 图 形 , 它 必须 满足 ; 

(1》 每 条 枝 的 端点 是 两 个 不 同 节点 ; 

(2) 不 同 的 枝 不 交叉 , 即 不 相交 于 内 点 

《3) 每 条 枝 不 自 交 ， 

Euler 定理 可 以 推广 为 

定理 1 球面 上 一 个 连通 的 图 的 节点 数 ", 枝 数 ! 以 及 它 分 割 
球面 所 成 的 面 块 数 了 满足 公式 

了 一 十 一 2. 

这 种 推广 了 的 Euler 定理 具有 拓扑 特性 :一 方面 , 当 图 在 球面 
土 变形 时 ,了 ,1 和 这 3 个 数 不 会 变化 ; 另 一 方面 , 当 球 面 本 身 变 
形 时 (其 上 图 也 随 荐 变形 }f,t 和 wv 也 不 会 变化 . 球面 可 以 变形 为 
椭 球 面 .葫芦 形 或 其 他 各 种 形状 的 曲面 ,对 这 些 曲 面 定理 1 照样 成 
立 , 但 有 的 曲面 不 能 由 球面 变形 面 得 到 ,例如 环 面 . 事实 二 定理 1 
对 环 面 不 适用 ,相应 的 定理 为 


定理 2 ” 环 面 上 一 个 连通 图 车 分 割 环 面 成 一 些 简单 面 块 ( 即 

没有 洞 的 面 块 ), 则 面 块 数 /图 的 枝 数 :和 节点 数 " 满足 公式 
了 一 7 十 总 一 0 

对 于 更 复杂 一 些 的 曲面 , f 一 /十 v 是 个 负数 ,以 上 的 事实 说 
明 整 数 了 一 :十 与 曲面 上 (适合 条 件 的 ?图 的 选择 无 关 , 完 全 由 曲 
面 本 身 决定 , 这 个 数 被 称 为 曲面 的 Euler 数 , 它 反映 出 曲面 的 一 种 
几何 性 质 , 当 曲 面 被 变形 时 , 它 是 不 会 必 变 的 . 

以 上 刀 个 问题 显示 出 几何 图 形 的 一 类 特别 的 几何 性 质 ,它们 
涉及 到 图 形 在 整体 结构 土 的 特性 ,这 就 是 “拓扑 性 质 " 显然 ,它们 
与 几何 图 形 的 大 小 ,形状 ,以 及 所 含 线段 的 曲直 等 等 都 无 关 , 也 就 
不 能 用 普通 的 几何 方法 来 处 理 ,需要 有 一 种 新 的 几何 学 米 研究 它 
们 ,这 个 新 学 科 就 是 拓扑 学 ( 希 文 Topology 的 译音 ). 也 有 人 形象 
地 称 它 为 橡皮 几何 学 ,因为 它 研究 的 性 质 在 图 形 作 弹性 形变 时 是 
不 会 改变 的 . 

现在 我 们 对 拓扑 性 质 作 进一步 的 分 析 . 如 前 所 述 ,既然 拓扑 性 
质 体现 的 是 图 形 整体 结构 上 的 特性 ,可 以 随意 地 把 图 形 作 变形 (如 
撞 压 、 拉 伸 或 扭曲 等 等 ), 只 要 不 把 它 撕 裂 ,不 发 生 粘 连 ,从 面 不 破 
坏 其 整体 结构 ,拓扑 性 质 将 保持 不 变 . 把 上 述 变形 称 为 图 形 的 “ 拓 
扑 变换 ”那么 拓扑 性 质 就 是 几何 图 形 在 作 拓 扑 变换 时 保持 不 变 的 
性 质 . 拓扑 变换 可 用 集合 与 映射 的 语言 给 出 确切 的 措 述 . 把 图 形 
M 变形 为 M ,就 是 给 出 M 到 M (都 看 作 点 集 ) 的 一 个 一 一 对 应 
《因而 不 出 现 重 悉 现 象 ,并 不 产生 新 点 )f: M 一 M ,并且 f 连续 
(表示 不 撕 裂 ) , 广 : : M 一 M 也 连续 (表示 不 粘连 ), 这 里 所 说 的 连 
续 就 是 分 析 学 中 的 连续 概念 ,可 用 距离 概念 刻画 . 简单 地 说 ,从 图 
形 MM 到 MM 的 一 个 一 一 对 应 /如果 了 与 广 :都 是 连续 的 ,就 称 了 
为 从 M 到 MM 的 一 个 拓扑 变换, 并 称 M 与 M' 是 同 是 的 . 于 是 , 拓 
扑 性 质 也 就 是 同 胚 的 图 形 所 共同 具有 的 几何 性 质 . 拓扑 学 中 往往 
对 局 胚 的 图 形 不 加 区 别 ,因为 它们 的 拓扑 性 质 是 一 样 的 ， 

士 面 从 拓扑 变换 或 同 胚 概念 来 描述 拓扑 性 质 . 反 过 来 拓扑 性 
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质 又 是 研究 图 瑟 同 胚 问题 的 一 个 有 力 武器 . 判断 两 个 图 形 是 否 同 
耳 , 这 自然 是 拓扑 学 的 一 个 基本 问题 . 如 果 能 构造 从 MM 到 机 的 拓 
扑 变换 ,当然 M 与 M' 辣 凸 ,可 是 当 经 过 努力 而 构造 不 出 拓扑 变换 
时 ,我 们 并 不 能 由 此 认定 M 与 M' 不 同 胚 . 断定 不 同 胚 的 有 效 途 径 
是 比较 它们 的 拓扑 性 质 , 如 果 它 们 有 不 相同 的 拓扑 性 质 , 则 它们 一 
定 不 同 胚 . 例如 日 字形 和 田 字 形 不 同 胚 ,因为 前 者 能 一 笔 写 出 ,后 
者 不 能 . 又 如 球面 与 环 面 的 Euler 数 不 相等 ,因此 它们 不 同 胚 . 因 
此 ,寻找 和 研究 图 形 的 各 种 各 样 的 拓扑 性 质 是 拓扑 学 的 基本 的 研 
究 课题 . 

规定 拓扑 变换 时 ,映射 的 连续 性 是 关键 概念 ,因而 它 也 是 整个 
拓扑 学 的 基本 概念 . 也 可 以 说 拓扑 学 是 研究 连续 现象 的 数学 分 支 . 
连续 性 也 是 分 析 学 的 最 基本 的 概念 , 因 面 拓 扑 学 和 分 析 学 有 着 十 
分 密切 的 关系 . 拓扑 学 的 概念 ,结果 和 方法 广泛 地 应 用 到 分 析 学 的 
各 个 领域 中 . 特别 是 分 析 学 中 只 和 连续 概念 相关 (而 与 可 微 性 无 
关 ) 的 那些 问题 本 质 上 都 是 拓扑 问题 . 著名 的 Brouwer 不 动 点 定 
理 就 是 其 中 的 一 个 例子 . 把 = 维 殉 氏 空间 Er 中 的 子 集 


Do {Gm | Da 1) 


称 为 维 单位 球体 . Brouwer 定理 说 :Dr" 到 自身 的 连续 映射 
了 :D>D" 一 定 有 不 动 点 , 即 存在 点 xz€ D", 使 得 f(z) 一 z, 
当 w 一 1 时 ,不 难 用 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质证 明 此 定理 (请 读者 
自己 证 明 ). 当 w 之 ?2 时 ,就 不 好 办 了 . 由 于 定理 中 只 是 连续 的 , 因 
此 分 析 学 中 与 微分 有 关 的 工具 都 是 用 不 上 的 . 本 书 中 将 用 基本 群 
和 同调 群 作为 工具 给 出 它 的 证 明 . 

另 一 个 例子 是 Jordan 曲线 定理 . 简略 地 讲 ,该 定理 说 平 而 (或 
球 而 ) 被 它 上 商 的 一 条 简单 闭 曲 线 分 割 为 两 部 分 . 这 是 一 个 应 用 广 
泛 的 著名 定理 ,直观 上 容易 接受 ,念佛 是 不 证 自明 的 , 但 仔细 想 想 ， 
会 发 现 它 并 不 简单 . 首先 定理 怎样 用 严谨 的 数学 语言 叙述 ?为 此 必 
须 用 到 拓扑 学 的 术语 ,如 简单 闭 曲 线 就 是 与 圆周 同 胚 的 图 形 , 它 在 
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几何 上 可 以 是 相当 复杂 的 ;所 谓 “ 被 分 割 为 两 部 分 ”, 则 要 用 拓扑 概 
念 “连通 ”来 严格 叙述 . 定理 不 但 需要 证 明 ,并 且 还 不 是 三 言 两 语 所 
能 完成 的 . 我 们 在 本 书 的 第 四 章 中 将 以 基本 群 为 工具 给 出 它 的 一 
个 证 明 . 

随 着 学 习 的 深入 ,读者 还 将 见 到 许多 有 趣 的 应 用 拓扑 学 解决 
分 析 学 问题 的 例子 .拓扑 学 与 微分 几何 ,动力 系统 等 学 科 也 都 有 着 
十 分 密切 的 联系 . 

拓扑 学 是 一 门 年 青 而 富有 生命 力 的 学 科 . 它 戎 发 子 17、18 | 
纪 , 但 到 19 世纪 末 才 开始 得 到 发 展 . 本 世纪 以 来 ,拓扑 学 是 数学 
发 展 最 迅猛 ,研究 成 果 最 丰富 的 研究 领域 ,成 为 十 分 重要 的 数学 
础 学 科 . 拓扑 学 有 多 个 研究 方向 ,早期 分 为 一 般 拓扑 学 和 代数 拓 
学 ,后 来 又 出 现 了 微分 拓扑 学 和 低 维 流 形 等 研究 方向 . 本 书 是 代数 
拓扑 学 的 入 门 教材 ,重点 是 介绍 代数 拓扑 学 中 最 简单 的 内 容 和 一 
些 基 础 知识 . 但 我 们 也 需要 介绍 拓 补 空间 和 连续 映射 等 最 基础 的 
拓 反 学 概念 . 如 前 所 述 ,拓扑 学 是 用 抽象 的 语言 和 公理 化 的 方式 来 
前 述 其 概念 的 . 特别 是 广泛 使 用 集合 论 的 语言 . 我 们 希望 读者 先 要 
有 较 好 的 有 关 集 合 论 的 基础 知识 . 下 面 择 要 介绍 本 书 中 最 常用 的 
有 关 集 合 与 映射 的 概念 和 性 质 , 既 为 学 习 正 文 作 准 备 , 也 是 为 了 统 
一 术语 和 符号 . 

1 集合 的 运算 

常用 记号 

设 义 是 非 空 集合 , 记 2* 是 XX 的 全 体 子 集 ( 包 措 久 及 空 集 2) 
的 集合 , 称 为 X 的 车 集 . 

一 点 工 构 成 的 集合 记 作 {x}. 

ZE4 表示 > 是 集合 4 中 的 一 个 元 素 . 

ZEA( 或 x 久 4) 表 示 不 是 集合 4 的 元 素 . 

ACB 表示 4 包含 于 BC 含 4 二 B 的 情形 ). 

A458 表示 4 不 包含 于 B, 即 4 中 有 不 属于 B 的 元 素 . 

现在 列 出 2* 中 的 几 种 运算 及 它们 的 性 质 ， 


菇 侍 


及 


交 门 如 ANB 是 A4 和 上 B 之 交 ; 门 4. 表示 集 合 族 {41|4€ 


A} 中 所 有 集合 之 交 . 
并 U 如 AUB 是 4 和 8B 之 并 ; 【4 表示 集合 族 {4;|XE 


人 中 所 有 集合 之 并 . 
交 并 运算 各 自 都 满足 交换 律 与 结合 律 . 
交 与 并 有 分 配 律 
GD EU 站 4= 门 EU4)， 


EA Eh 


(2) BNU 4:=U BN a). 


2E4 2E4 


差 \ 4NB 表示 属于 4 而 不 属于 B 的 元 素 的 集合 . 
余 集 4 :一 X\A. 
显然 A\B==ANB.. 
De Morgan 公式 : 
C3) 有 AN 日 4 一 A (B\AD) ; 
(4 BANA = U aa. 
办 


ME 有 


特别 当 8 二 =X 为 全 集 时 ,(3) 和 (4) 分 别 变 为 
(5) (U4) = 人 NN; 
©) (NA) =U 


2， 映 射 

设 X 和 Y 都 是 集合 ,映射 / :XX 一 Y 是 一 个 对 应 关系 ,使 
YrEX, 对 应 着 了 中 的 一 点 了 (z)( 称 为 zx 的 像 点 ). 

若 4CX, 记 4) 一 {fCz)lzE4}, 是 了 的 一 个 子 集 , 称 为 
4 在 了 下 的 像 . 若 BCY, 记 广 !(B) 一 {zEX|7Gz)EB}, 称 为 召 
在 了 下 的 完全 原 像 (或 简称 原 像 ). 

当 f(X)=Y 时 , 称 是 满 的 ;车 X 中 不 同 点 的 全 点 也 不 同 ， 
则 称 /是 单 的 . 既 单 又 满 的 映射 称 为 一 一 对 应 . 当 f 是 一 一 对 应 
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时 , 它 就 有 一 个 逆 映 射 , 记 作 .此 时 ,YBCY,/-'(B) 有 两 种 理 
解 :8 在 f 下 的 原 像 :8 在 广 ' 下 的 像 ,它们 的 意义 是 一 致 的 . 


关于 /下 的 像 与 原 像 有 如 下 规律 ; 
GD {UB =Ur BD; 


2 FNB) -NB 
Et ME 下 
(CG3) 产 :(80 = ( 广 :8)) 3 
(0 FB\D) = 广 :BNPD)， 
55) 天 La = U4;. 
oa i 


066) 天门 如 jcC 门 FaD, 当 了 单 时 为 相等 ; 
eh eh 


(7) 了 (71(B)) CB, 当 下 满 时 为 相等 ; 

《8) 六 1(J(A4)) 忆 4, 当 了 单 时 为 相等 . 

设 f:X>Y 和 g:Y>2Z 都 是 映射 ,f 与 g 的 复合 (或 称 本 
积 ) 是 XX 到 Z 的 映射 , 记 作 gg。 :XX 一 2Z, 规 定 为 g* f(x) 三 
g(f(x)),YzEX. 则 有 

(9) g° f(A)=g A)); 

(10) (g» PBS/ (g7B). 

集合 X 到 自身 的 恒 同 映射 (保持 每 一 点 不 变 ) 记 作 idx : XX 一 
到 ( 常 简 记 为 id). 车: XY 是 映射 ,ACX, 规 定 /在 A 上 的 限 
制 为 4: 4 一 Y,¥V rE 4,flA(x) = 了 (zx). 记 i: A>X 为 包 
含 映 射 , 即 YzEe A,i(z) 一 z+. 于 是 ,i 二 id|A,f14 = 一. 

3， 箔 卡 儿 积 

设 X, 和 XX, 都 是 集合 , 称 集合 

Xi X X 一 { 有 序 偶 (z,y)|z € X,y EY} 

为 Xi 与 X; 的 第 卡 几 积 . 称 z 和 yy 为 (x,y) 的 举 标 . 

2 个 集合 的 笛 卡 儿 积 忌 XX,X… XX 可 类 似 地 定义 、 


一 一 父 
记 X" 二 对 XXX… XX. 例如 RR 二 {rT )|zER}. 
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称 X*=XXX 的 闻 集 
ACX) ={(x,2)|lY x € X} 

为 对 角子 集 ( 常 简 记 作 4). 

4、 等 价 关系 

集合 XX 上 的 一 个 关系 尺 是 XXX 的 一 个 子 集 , 当 (zi ,rER 
时 ,说 x 与 zzR 相 美 , 记 作 xRz。. 

集合 X 的 一 个 关系 R 称 为 等 价 关 系 ,如 果 满 足 : 

(1》 自 有 反 性 ; Yz€EX,zRz( 即 A(X)CR); 

(2) 对 称 性 ， 若 z1Rzz, 则 zzRz; 

(3) 传递 性 ; 若 ziRzayzzRza, 则 zyRz;. 

等 价 关系 常用 一 表示 ,如 ziRz;s 记 作 zi~zz, 称 为 等 价 于 
Zs 当 义 上 有 等 价 关 系 ~ 时 ,可 把 XX 分 成 许多 子 集 :凡是 互相 等 价 
的 点 属 同 一 子 集 . 称 每 个 子 集 为 一 个 一 等 价 类 , 记 民 /一 是 全 部 等 
价 类 的 集合 , 称 为 和 关于 一 的 商 集 , Y zEX 所 在 等 价 类 记 作 《z). 
子 是 

X/ 一 一 (zzE 
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第 一 章 ”拓扑 空间 与 连续 映射 


引言 中 我 们 已 经 在 欧 氏 空间 及 其 子 集 的 范围 内 说 明了 什么 是 
图 形 间 的 拓扑 变换 ,什么 是 图 形 的 拓扑 性 质 . 但 是 ,许多 数学 分 支 
的 活动 范围 早已 突破 了 欧 氏 空间 的 限制 ,甚至 也 超出 了 度 基 空间 
的 领域 ,拓扑 学 作为 这 些 数 学 分 支 的 基础 ,必须 研究 更 加 一 般 的 空 
间 . 现在 我 们 要 找 一 种 能 用 来 刻画 拓扑 性 质 的 新 的 空间 结构 ,以 埋 
代 欧 氏 结构 和 度量 结构 , 这 种 新 结构 就 是 所 谓 拓扑 结构 


$1 拓扑 空间 


映射 的 连续 性 是 刻画 拓扑 变换 的 关键 概念 ,因此 我 们 寻找 的 
新 结构 要 能 用 来 刻画 连续 性 梳 念 . 先 回顾 数学 分 析 中 应 数 连续 性 
是 怎么 规定 的 . 

设 f: Ei 一 E' 是 一 个 函数 ,zxo€ El. 站 在 之 ,处 连续 的 含义 有 
多 种 描述 方法 ,例如 ， 

用 序列 语言 :如 果 序 列 {z,) 收 和 伍 到 mo, 则 序列 {7Gz,)} 收 敛 到 
fro)s 

用 s-6 语言 :对 任意 正 数 e>>0, 总 可 找到 6>0, 使 得 当 |z 一 zo| 
< 时 ,7Cz) 一 Aczo1<es 

用 开 集 语言 : 若 V 是 包含 f(x。o) 的 开 集 , 则 存在 包含 ze 的 开 
集 上 ,使 得 f(D CV. 

-6 法 用 到 E' 中 的 距离 概念 ;序列 方法 用 的 也 是 眶 离 , 因 为 
{zs} 收 化 到 zo 也 就 是 |z 一 x61 一 0, 因此 ,这 两 种 方法 可 直接 用 来 


外 名 中 的 开 集 就 是 能 表示 成 开 区 间 的 并 集 的 那些 子 集 . 


规定 度量 空间 之 间 映 射 的 连续 性 . 第 三 种 方法 则 绕 开 了 度量 ,直接 
用 到 中 的 开 集 刻画 连续 性 , 于 是 ,只 要 知道 图 形 的 哪些 子 集 是 开 
集 ,就 可 规定 映射 的 连续 性 概念. 所 谓 拓扑 空间 就 是 具有 开 集 结构 
的 空间 . 


1.1 拓扑 空间 的 定义 - 


设 X 是 一 个 非 空 集合 , 记 2* 是 六 的 圳 集 , 即 以 的 所 有 于 
集 (包含 空 集 必 和 氏 自己 ) 为 成 员 的 集合 , 把 2* 的 子 集 ( 即 以 X 的 
一 部 分 子 集 为 成 员 的 集合 ) 称 为 民 的 子 集 族 - 

定义 1.1 设 外 是 一 非 空 集合 , 义 的 一 个 子 集 族 r 称 为 X 的 
一 个 拓扑 ,如 果 它 满足 

1》 义 , 包 都 包含 在 + 中 ; 

(2) z 中 任意 多 个 成 员 的 并 和 集 仍 在 rt 中 ; 

(3) 5 中 有 限 多 个 成 员 的 交集 仍 在 zt 中. 
集合 和 和 它 的 一 个 拓扑 = 一 起 称 为 一 个 拓扑 空间 , 记 作 (X,r). 称 
= 中 的 成 员 为 这 个 拓扑 空间 的 开 集 . 

定义 中 的 三 个 条 件 称 为 拓扑 公理 . (3) 可 等 价 地 换 为 

(3'》 = 中 两 个 成 员 的 交集 仍 在 = 中 ， 

〈3) 草 含 (3 ) , 另 一 方面 容易 用 归纳 法 从 (3') 推 出 (3)， 

从 定义 看 出 ,给 出 集合 的 一 个 拓扑 就 是 规定 它 的 哪些 子 集 是 
开 集 . 这 种 规定 不 是 任意 的 ,必须 满足 三 条 拓扑 公理 . 但 是 一 般 来 
说 一 个 集合 上 可 以 规定 许多 不 相同 的 拓扑 ,因此 说 到 一 个 拓扑 空 
闻 时 ,要 同时 指明 集合 及 所 规定 的 拓扑 . 以 后 在 不 会 引起 误解 的 情 
况 下 ,也 常常 只 用 集合 来 称呼 一 个 拓扑 空间 ,如 拓扑 空间 六 ,拓扑 
空间 Y 等 . 

设 六 是 一 非 空 集合 . 显然 2* 构成 祥 上 的 拓扑 , 称 为 六 上 的 
离散 拓扑 ;各 : 必 } 也 是 和 上 的 拓扑 , 称 为 上 的 平凡 拓扑 . 当 文 
中 包含 多 于 一 个 点 时 ,这 两 个 拓扑 不 相同 ,并 且 XX 还 有 许多 别 的 
拓扑 . 例如 设 二 {a,b,c), 则 {X22 ,a)}, (X,2 ,a,5)},{X， 
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名 ,{a}, tasb) ;都 是 关上 的 拓扑 :但 {XX, 儿 , {a),{6)} 不 是 拓扑 , 因 
为 条 件 (2) 不 满足 ;读者 还 可 找到 许多 别 的 拓扑 . 

设 myrs 是 集合 民 上 的 两 个 拓扑 ,如 果 =Cr:, 则 说 习 比 二 大 
(或 说 5 比 精细 ). 离散 拓扑 比 任何 别 的 拓扑 都 大 ,而 平凡 拓扑 
比 别 的 拓扑 都 小 . 

下 面 给 出 几 个 有 用 的 例子 . 

例 1 设 X 是 无 穷 集合 ,ry 二 {4 14 是 XX 的 有 限 子 集 }U 
{ 他) 则 不 难 验证 ry 是 多 的 一 个 拓扑 , 称 为 了 上 的 余 有 限 拓扑 . 

例 2 设 叉 是 不 可 数 无 穷 集 合 ,t. 一 {414 是 多 的 可 数 子 集 } 
U{2}, 则 zt 也 是 久 的 拓扑 , 称 为 余 可 数 拓扑 . 

例 3 设 只 是 全 体 实数 的 集合 ,规定 = 三 {7j5 是 若干 个 开 区 
启 的 并 集 } ,这 里 “若干 ”可 以 是 无 穷 ,有 限 ,也 可 以 是 零 ,因此 入 E 
二 . 则 二 是 中 上 的 拓扑 , 称 为 足 上 的 欧 氏 拓扑 . 记 E' 一 (Rr.). 

现在 ,对 只 已 规定 了 五 个 拓扑 :平凡 拓扑 ,离散 拓扑 *，* 余 有 
限 拓扑 rr, 祭 可 数 拓扑 = 和 欧 氏 拓扑 rrr 小 于 rz 和 =， 而 二 与 二 
不 能 比较 大 小 . 


1.2 度量 拓扑 


集合 和 上 的 一 个 度量 4 是 一 个 映射 4 : 匀 X 久 ->R, 它 满足 
(1) 正定 性 : df(zz) 一 0,YzGEXX， 
d(xz19)>0, 当 ry; 
(2》 对 称 性 :qd(zyy) 一 ay，r) YE 
(3》 三 角 不 欧式 : 
dzz) 所 dry) tT dy,z), Yr1y,2 EX. 

当 集 合 X 上 规定 了 一 个 度量 4 启 ， 称 为 度量 空间 ， 记 作 
(X,d). 

例 4 记 配 一 (zzawwyzo)|zERi 一 1 规定 瑟 上 
的 度量 & 为 : 
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d(x Co )》 一 er 


不 难 验 证 4 满足 (1),(2),(3). 记 严 = (Rd), 称 为 于 维 欧 氏 空 
间 . 
设 (X,d) 是 一 个 度量 空间 ,我 们 来 规定 往 的 一 个 拓扑 . 
设 zoEX,e 是 一 正 数 , 称 叉 的 子 集 
Blzxo,e) :={x € KId(rosr) < e} 
为 以 zx, 为 心 ,e 为 半径 的 球 
形 邻 域 . 
引 理 〈 和 ,<d) 的 任意 
GG:) 两 个 球形 邻 域 的 交集 是 若 
二 球形 邻 域 的 并 集 . 
证 明 设 U=B(x,e) 
NB(lze), YrEU, 
Ed(z,7) >00i—1,2). 
记 s.=min {a — d (zx, xz1), 
图 1-1 一 d(xz,T2)) (图 1-1), 不 
难 验证 B(z,e.)CU. 于 是 


1 =Uac ec， 4 


规定 区 的 子 集 族 xs 一 1U |U 是 若干 个 球形 邻 域 的 并 集 }， 
命题 1.1 ts 是 了 上 的 一 个 拓扑 . 
证 明 满足 拓扑 公理 (1) 和 (2) 是 明显 的 . 下 面 验证 rs 满足 
拓扑 公理 (3). 
设 UU EridU = Be U = (Breg) . 则 
站 3 


UNU= (Bed)) N (WU Bs,en)) 
用 加 


= Bese) 站 BCs, es)). 
mB 
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根据 引 理 ,对 任何 a,8,B(x。,e) 门 B(xp,69)E rz. 再 由 拓扑 公理 
(2), 得 出 ner 1 

称 tw 为 X 上 由 度量 4 决定 的 度量 拓扑 . 每 个 度量 空间 都 自然 
地 看 成 具有 度量 拓扑 的 拓扑 空间 ,从 而 网 氏 空 间 EF 也 是 拓扑 空间 
《其 度量 拓扑 称 为 欧 氏 拓扑 ). 从 这 个 意义 上 讲 ,拓扑 空间 是 欧 氏 空 
间 和 度量 空间 的 推广 . 三 条 拓扑 公理 也 正 是 从 度量 空间 的 开 集 所 
具有 的 最 基本 的 性 质 中 抽象 出 来 的 . 


1.3 拓扑 空间 中 的 几 个 基本 概念 


下 面 要 讲 的 几 个 基本 的 拓扑 概念 在 殉 氏 空间 和 度量 空间 中 都 
已 出 现 过 ,但 现在 用 开 集 概念 来 规定 它们 . 

1， 团 集 

定义 1.2 拓扑 空间 入 的 一 个 子 集 4 称 为 闭 集 , 如 果 .4 是 


开 集 


也 就 是 说 , 闭 集 就 是 开 集 的 余 集 , 反 过 来 开 集 一 定 是 一 个 闭 集 
的 余 集 . 例如 在 离散 拓 扩 空间 中 ,任何 子 集 都 是 开 集 ,从 而 任何 子 
集 也 都 是 闭 集 ;平凡 拓扑 空间 天 中 ,只 有 两 个 闭 集 :XX 二 * 和 名 
二 X. 在 (R,r/) 中 , 闭 集 或 是 ,或 为 有 限 集 ;而 (R,r) 中 的 闭 集 是 
久 或 可 数 集 . 

命题 1. 2 拓扑 空间 的 闭 集 满足 ， 

(1) 久 与 名 都 是 闭 集 ; 

(2) 任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 ; 

(3) 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 

证 明 这 是 由 三 条 拓扑 公理 推出 的 , (2) 和 (C3) 分 别 由 拓扑 公 
理 (2) 和 (3) 应 用 De Morgan 公式 推出 . (1) 是 因为 名和 XX 都 是 开 
集 ， 上 | 

2， 邻 域 .内 点 和 内 部 

定义 1.3 设 A4 是 拓扑 空间 XX 的 一 个 子 集 ,点 xE 4. 如 果 存 
在 开 集 UU ,使 得 xEUCA, 则 称 z 是 4 的 一 个 内 点 ,4 是 + 的 一 个 
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邻 域 . 4 的 所 有 内 点 的 集合 称 为 4 的 内 部 , 记 作 4 (或 4*)、 

命题 13 (0) 若 4CB, 风 ACB; 

(2) 名 是 包含 在 4 中 的 所 有 开 集 的 并 集 , 因 此 是 包含 在 A 中 
的 最 大 开 集 ; 

(3) 4 = 4< 一 >4 是 开 集 ; 

C4) ANB)'— ANB, 

(5) (4UB)'IAUB. 

证 明 (1) 若 z 是 4 的 内 点 , 取 开 集 口 使 得 zEUCA; 因 为 
ACB, 所 以 UCB, 于 是 zx 也 是 BB 的 内 点 ,这 样 ,4 的 内 点 都 是 BB 
的 内 点 , 44CB. 

(2) 记 (UsjaE -7 是 包含 在 4 中 的 所 有 开 集 构成 的 子 集 族 . 
根据 定义 ,YaE 7 ,UsCACYzEU,CA, 则 zz 为 4 的 内 点 ). 因此 
UC 有 A. 反之 ,着 xE 加 ,由 定义 ,x 必 属 于 某 个 U., 从 而 【JU。 


a 


二 访 . 于 是 4= UU， 


ez 

(3) 由 (2) 知 ,和 是 开 集 . 若 站 = 4, 则 4 也 是 开 集 ;反之 , 当 
4 是 开 集 时 ,由 (2) 推 出 A=A， 

(4) 对 (4nB)C4 用 (1), 得 (4 门 B)*C 4; 同 理 有 (4 门 本 
CCB, 得 到 ANB)"CANB. 对 (ANB) 汪 NB 用 (1), 得 到 
(4NB) 刁 (An)" 二 A4NB( 等 号 根据 (3)). 

(5) 因为 和 4U 包 是 包含 在 AU B 中 的 开 集 ， 根 据 结论 (2)， 
有 (AUB)DAUB. 1 

用 归纳 法 ,从 (4) 可 推出 【 Ma) = 从 各 .但 对 无 穷 多 个 于 


集 的 交集 相应 结果 不 成 立 . 一 般 地 (5? 不 能 把 包含 号 改 为 等 号 . 请 
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读者 自己 找 出 反例 . 

3， 聚 点 与 闭 色 

定义 1.4 设 A4 是 拓扑 空间 XX 的 子 集 ,zxEX. 如 果 之 的 每 个 
邻 域 都 含有 A\{z} 中 的 点 , 则 称 x 为 4 的 聚 点 . 4 的 所 有 聚 点 的 
集合 称 为 4 的 导 集 , 记 作 4'. 称 集合 4 一 4U4' 为 4 的 闵 包 ， 

由 定义 不 难 推出 ,zE 可 < 一 > 工 的 任 一 邻 域 与 4 都 有 交点 . 

闭 包 与 内 部 这 两 个 概念 有 密切 关系 ,具体 表现 为 

命题 1.4 若 拓扑 空间 广 的 子 集 4 与 妃 互 为 余 集 , 则 本 与 


训 互 为 余 集 . 
证 明 x€ A<>x 有 邻 域 与 4 不 相交 
< 一 之 z+ 有 邻 域 包 含 在 8 中 
>x 是 8 的 内 点 ， 
因此 下 =8. 1 


命题 1.5 (1) 若 4CB, 则 ACB; 

(2) 忒 是 所 有 包含 4 的 闭 集 的 交集 ,所 以 是 包含 4 的 最 小 的 
闭 集 ; 

(3) 本 一 4< 一 > 4 是 闭 集 ; 

(4) AUB=AUB; 

(5) ANBCANE. 

证 明和 留 给 读者 . (可 用 命题 1. 3 的 结果 ,或 用 其 方法 . 》 

聚 点 的 概念 在 欧 氏 空间 中 早已 出 现 . 要 注意 现在 的 推广 概念 
在 意义 上 已 发 生 一 些 改 变 . 欧 氏 空间 中 集合 4. 的 聚 点 的 近 旁 确实 
聚集 了 4 的 无 穷 多 个 点 ,因此 有 限 集 是 没有 聚 点 的 . 而 在 拓扑 空 
河中 则 不 然 . 例如 设 六 = {a,5,c} ,规定 拓扑 为 一 { 叉 , 儿 , {4)}, 则 
当 4={a} 时 ,6 和 < 都 是 4 的 聚 点 ,因为 5 或 c 的 邻 域 只 有 XX 一 
个 , 它 包含 a.a 不 是 4 的 聚 点 ,因为 A\{a}== 多 . 

拓扑 空间 X 的 子 集 4 称 为 稠密 的 ,如 果 所 =X. 如 果 义 有 可 
数 的 称 密 子 集 , 则 称 X 是 可 分 拓扑 空间 . 
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例如 ,(R,rr) 是 可 分 的 ,事实 上 它 的 任 一 无 穷 子 集 都 是 稠密 
的 ,有 理 数 集 Q 是 它 的 一 个 可 数 稠密 子 集 ;CR,rt.) 不 是 可 分 的 , 因 
为 它 的 任 一 可 数 集 都 是 闭 集 ,不 可 能 稠密 . 

4. 序列 的 收效 性 

在 数学 分 析 中 ,序列 收敛 的 概念 是 很 基本 的 . 拓扑 空间 中 也 可 
推广 这 个 概念 ,但 它 失去 了 一 些 重要 的 性 质 . 

设 mvza…yz"( 或 简单 地 记 作 {z.)) 是 拓扑 空间 X 中 点 
的 序列 ,如 果 点 zs EX 的 任 一 邻 域 口 都 包含 {zt,} 的 几乎 所 有 项 
( 即 只 有 有 限 个 z, 不 在 U 中 ;或 存在 正 整数 N ,使 得 当 z>>N 时 ， 
EL), 则 说 {z} 收 敛 到 z, 记 作 zx, 一 zo 

拓扑 空间 中 的 序列 可 能 收 伍 到 多 个 点 , 例如 (有 ,rr) 中 ,只 要 序 
列 {zx,} 的 项 两 两 不 同 , 则 任 一 点 xER 的 分 域 ( 必 是 有 限 集 的 余 
集 ) 包 含 ( za} 的 几乎 所 有 项 ,从 而 zz. 

数学 分 析 中 , 当 点 x 是 集合 4 的 聚 点 时 , 则 4 中 有 序列 收敛 
到 z. 在 拓扑 空间 中 这 一 性 质 不 再 成 立 . 例如 在 CR,r) 中 ,zx 
< 这 对 几乎 记 有 n,z, 一 x( 习 题 13). 设 4 是 一 个 不 可 数 真子 集 ， 
于 是 克 二 R( 因 为 包含 4 的 闭 集 只 有 R). 取 zxEA, 则 zz 是 4 的 聚 
点 ,但 4 中 任 一 序列 不 可 能 收 傅 到 xz. 

由 于 拓 扩 空间 中 的 序列 收敛 性 出 现 这 些 不 正常 现象 , 它 也 就 
失去 了 重要 性 . 


1.4 子 空间 


设 4 是 拓扑 空间 (X,7) 的 一 个 非 空子 集 . 
定义 1.5 规定 4 的 子 集 族 
m={UN AU Er. 

容易 验证 ra 是 4 上 的 一 个 拓扑 , 称 为 > 导出 的 4 上 的 子 空间 扰 
扑 , 称 (4,ra)? 为 (X,r) 的 子 空间 . 

以 后 ,对 拓扑 空间 的 子 集 都 将 看 作 拓扑 空间 , 即 子 空间 . 

现在 设 4 是 拓扑 空间 (XX,r) 的 子 集 ,B 又 是 4 的 子 集 .于 是 BB 
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有 商 个 途径 得 到 子 空间 拓扑 :直接 作为 X 的 子 空间 和 看 作 (4，r。》 
的 子 空间 . 事实 上 它们 是 一 样 的 , 记 (ra)a 是 re 导出 的 妃 上 的 拓 
扑 , 则 
(rs= (VN BIV Em}= {UN NBUEr} 
= UN BU Er}= rs. 

对 于 度量 空间 (X,d) 的 子 集 4, 也 有 两 种 途径 得 到 拓扑 :一 种 
途径 是 直接 看 作 (X ,ra) 的 子 空间 ; 男 一 种 途径 是 由 4 在 A 上 的 限 
制 得 到 4 上 的 度量 d4, 它 决定 4 的 度量 拓扑 . 这 两 个 拓扑 也 是 相 
同 的 (证 明 略 ). 

对 于 子 空间 4 的 子 集 吕 ,笼统 地 说 U 是 不 是 开 集 意义 就 不 明 
确 了 ,必须 说 明 在 4 中 看 还 是 在 全 空间 中 看 ,这 两 者 是 不 同 的 , 例 
如 ,E' 是 EE 的 子 空间 , 开 区 间 (0,1) 在 到 中 是 开 集 , 而 在 EF 中 不 
是 开 集 . 因此 开 集 概念 是 相对 概念 . 同样 , 闭 集 , 邻 域 .内 点 、 内 部 、 
聚 点 和 闭 包 等 等 概念 也 都 是 相对 概念 

命题 1.6 设 XX 是 拓扑 空间 ,CCACX, 则 C 是 4 的 闭 集 
>C 是 4 与 X 的 一 个 闭 集 之 交集 . 

证 明 C 是 4 的 闭 集 <=>A\C 是 4 的 开 集 

< 人 存在 X 中 开 集 忆 ,使 得 4MC=Una4 
< 之 存在 匀 中 开 集 ,使 得 C=UNnA 
< 之 C 是 X 中 一 个 闭 集 与 4 之 交集 ， 上 

命题 17 设 闵 是 拓扑 空间 ,BCACX, 则 

《1) 车 B 是 XX 的 开 ( 闭 ) 集 , 则 B 也 是 A4 的 开 ( 闭 ) 集 ; 

《2) 车 4 是 X 的 开 ( 闭 ) 集 ,B 是 4 的 开 ( 闭 ) 集 , 则 B 也 是 X 
的 开 ( 闭 ) 集 . 

证 明 (1) B=B 站 A, 因此 当 B 是 羡 的 开 ( 闭 ) 集 时 ,根据 子 
空间 拓扑 的 定义 (命题 1. 6),B 也 是 A 的 开 ( 闭 ) 集 . 

(2) 设 B8 是 4 的 开 ( 闭 ) 集 ,根据 子 空间 拓扑 的 定义 (命题 
1.6) ,存在 和 的 开 ( 闭 ) 集 以 ,使 得 B=Zn4. 而 4 也 是 X 中 开 
( 逆 ) 集 ,因此 BB 是 XX 的 开 ( 闭 ) 集 . 1 
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习 题 


1， 写 出 集合 和 = {a, 妇 的 所 有 拓扑 . 

2， 设 和 = (zyyz). 和 的 下 列子 集 族 是 不 是 拓扑 y 如 果 不 是 ， 
请 添加 最 少 的 子 集 , 使 它 成 为 拓扑 ， 

(1) (XG ,ry ys); 

02) {XG {ry}, {eed}s 

C3) (XG , {zy}, {zs2), (yo 

3 规定 实数 集中 上 的 子 集 族 rz 一 1( 一 ce ， 2a)| 一 ce 委 c 扫 
二 ee) (ae 一 一 ce, 则 (一 cya)? 表 示 休 ia 一 十 o, 则 (一 ca) 一 R)， 
证 明 z 是 中 上 的 一 个 拓扑 . 

4， 设 * 是 三 上 的 拓扑 ,4 是 XX 的 一 个 子 集 ,规定 

一 (4UDIEEr ULG 

证 明 z 也 是 发 上 的 拓扑 . 

5， 设 mre 都 是 鲜 上 的 拓扑 ,证 明 5 也 是 系 上 的 拓扑 . 

6， 亚 的 子 集 4 二 {rssm .| | E | , 求 开 . 

7，R 上 规定 第 3 题 中 的 拓扑 , 子 集 4 二 10) , 求 A. 

8， 在 度量 空间 中 , 记号 [ze 一 en en. 证 明 
如 [zuve] 是 闭 集 . 举例 说 明 BCzo,e) 二 BLzo,e] 不 一 定 成 立 . 

9,， 设 4 和 8 都 是 拓扑 空间 XX 的 子 集 , 并 且 4 是 开 集 .证 明 
ANBCATIE. 


10， 设 ,44,…,4, 痢 是 久 的 闭 集 , 并 且 X 一 局 4 证明 
的 半天 < > 是 AG=1,2,*… .的 闭 集 , 
， 设 了 是 拓扑 空间 X 的 子 空间 ,ACY,zEY. 证 明 :在 X 
中 是 罗 天 二 < 在 了 中 是 人 拓 村 上 
12. 设 久 是 拓扑 空间 ,BCACX. 记 B41,B4 分 别 为 在 A 
中 的 闭 包 和 内 部 . B, 记分 别 为 在 XX 中 的 闲 包 和 内 部 .证 明 
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《1) B= ANMB; 

(2) B=A\CANB); 

(3) 如果 4 是 人 的 开 集 , 则 记 = 户 . 

13. 设 {a} 是 (R,r) 中 的 一 个 序列 .证 明 :7.>z< 这 存在 正 
整数 NN ,使 得 当 a>>N 时 ,+ 二 x 

14. 设 r* 是 第 3 题 中 的 拓扑 ,证 明 (R,r) 是 可 分 的 ， 

15. 证 明 :4 是 拓扑 空间 天 的 稠密 子 集 <- 人 > 六 的 每 个 非 空 
开 集 与 4 相交 非 空 . 

16. 车 4 是 X 的 稠密 子 集 ,B 是 A 的 稠密 子 集 , 则 8B 也 是 X 
的 稠密 子 集 . 

17. 若 4 和 五 都 是 又 的 稠密 子 集 , 并 且 4 是 开 集 , 则 4NmB 
也 是 天 的 稠密 子 集 . 


$2 连续 映射 与 同 胚 映射 


连续 映射 是 拓扑 学 中 另 一 个 最 基本 的 概念 和 研究 对 象 . 
2.1 连续 映射 的 定义 


和 分 析 学 中 一 样 ,连续 性 是 一 种 局 部 性 概念 . 

定义 16 设 X 和 YY 都 是 拓扑 空间 ,/ :XY 是 一 个 映射 ,x+ 
EX, 如 果 对 于 Y 中 (x) 的 任 一 邻 域 V, 六 1'(V) 总 是 x 的 邻 域 , 则 
说 了 在 x 处 连续 . 

容易 看 出 ,如果 把 定义 中 “ 任 一 令 域 V” 改 成 “ 任 一 开 邻 域 VY” 
( 即 包含 A(x) 的 任 一 开 集 V) ,那么 定义 的 意义 不 变 . 因此 了 在 点 
zz 处 连续 也 就 是 “对 包含 F(z) 的 每 个 开 集 了 , 必 存 在 包含 = 的 开 
集 吕 ,使 得 f(U)CV”, 这 就 是 $1 中 连续 性 定义 的 开 集 语 言 . 

命题 1.8 设 了 :X-7 是 一 映射 ,4 是 式 的 子 集 ,zE4. 记 
二 flA ;AY 是 /在 4 上 的 限制 , 则 
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(1) 如 果 f 在 xz 连续, 则 /4 在 x+ 也 连续 ; 

(2) 车 4 是 zx 的 邻 域 , 则 当 fi 在 xz 连续 时 ,在 x 也 连续 . 

证 明 (1) 设 V 是 f(z) 一 f(z) 的 邻 域 , 则 Jf-'(V) 是 + 在 
了 中 的 邻 域 , 即 存 在 开 集 口 , 使 得 zEUCIfTV), 而 fCV)= 
4 站 f 1(V) 汪 4NU, 这 里 A4NMU 是 4 的 包含 工 的 开 集 . 这 就 验证 
了 Ja 在 zx 的 连续 性 . 

《2) 设 V 是 f(z) 的 领域 ,根据 条 件 存 在 4 中 的 开 集 U4, 使 
得 xEUaCfiV)=4Nf1W). 设 04=UNA4, 其 中 局 是 X 的 
开 集 . 则 Un 妇 也 是 久 的 开 集 , 且 xzEUVN 妨 CUaCf 1CV). 因 此 
了 在 xz 连续. 1 

此 命题 的 (2) 说 明 了 在 某 点 + 处 的 连续 性 只 与 了 在 x 附近 的 
情形 有 关 . - 

定义 1.7 如 果 映 射 : X-> 了 在 任 … 点 zrEX 处 都 连续 , 则 
说 是 连续 映射 

连续 映射 具有 “整体 性 ”的 描述 方式 . 

定理 1.1 设 /: 多 >Y 是 映射 ,下 列 各 条 件 互相 等 价 : 

(1)》 了 是 连续 映射 

(2) Y 的 任 - - 开 集 在 f 下 的 原 像 是 关 的 开 集 ; 

(3) 了 的 任 - 闭 集 在 下 的 原 像 是 六 的 闭 集 ， 

证 明 (1) 一 > (2) 设 V 是 了 的 开 集 ,Uf '(V), Yx€EU， 
V 是 f(x) 的 邻 域 ,由 于 了 在 x 连续 ,xz 是 U 的 内 点 .由 xz 的 任意 
性 , 呆 = 习 是 开 集 . 

(2) 一 一 (3) 设 请 是 Y 的 闭 集 , 则 FF 是 开 集 ,因此 /7'(F*) 
是 多 的 开 集 .于 是 f-'(F)=(f-1(F"))y 是 的 闭 集 . 

(3) 一 一 (1) 要 说 明 /在任 一 点 xEX 处 连续 . 设 人 VY 是 f(x) 
的 邻 域 ,UU 二"1(V). 因 为 广 必 六 ) 二 《f( 六 )))* 是 开 集 ( 闭 集 
(VY 的 原 像 f !C( 六 ) ) 是 闭 集 ), 且 xE -1 六 )CU, 所 以 U 是 zx 
的 邻 域 . 由 定义 ,了 在 zx 连续 .上 
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虽然 拓扑 空 间 中 也 有 序列 收敛 的 概念 ,但 不 能 用 它 来 刻画 连 
续 性 , 事实 上 ,如 果 了: X>Y 在 zEX 处 连续 , 则 当 zx, 一 x 时 , 必 
有 /zzr)( 习 题 9). 但 复命 题 不 成 立 . 例如 设 卫 : X 了 是 
单 映 射 , 其 中 是 具有 余 可 数 拓扑 的 不 可 数 空间 ,Y 是 离散 拓扑 
空间 . 于 是 ,当中 序列 x.>x 时 ,对 充分 大 的 wn, 有 x 二 zx, 从 而 
了 (zw 一 f(z). 但 f 在 zx 并 不 连续 ,{/(z)} 是 A(z) 的 邻 域 ,但 其 原 
像 为 1z 上 因为 了 是 单 的 ), 并 不 是 工 的 邻 域 . 


2. 2 连续 映射 的 性 质 


先 指出 几 个 简单 而 常见 的 连续 映射 . 

显然 , 恒 同 映射 这 : X 一 叉 ( 即 id(zx) =x,¥YxEX) 是 连续 映 
射 . 

设 4 是 发 的 子 空间 , 记 i: 4->X 是 包含 映射 ( 即 iCa)=a， 
Ya€ 4)， 则 i 是 连续 映射 因为 当 U 是 义 的 开 集 时 , i!1(U)= 
4 站 Z 是 4 的 开 集 . 

和 如果/: XY 了 是 常 值 映射 , 即 AFCX) 是 了 中 一 点 %, 则 了 连 
续 , 因 为 让 CV) 一 X( 着 yjEV) ,或 171(V)= (车 ypEV). 

如 果 X 是 离散 拓扑 空间 ,或 了 是 平凡 拓扑 空间 , 则 :XY 
一 定 是 连续 的 . 

命题 1.9 设 X,7 和 2 都 是 拓扑 空间 ,映射 /: 关 > 了 在 x 
处 连续 ,g :Y>Z 在 f(z) 处 连续 ; 则 复合 映射 g。f: XZ 在 xz 
连续 . 

证 明 (Cg: 让 (x) 二 g(f(z)). 对 于 它 的 任 一 邻 域 钱 ,由 于 g 
在 f(z) 连续 , g”'(W) 是 f(x) 的 邻 域 ; 又 由 于 了 在 z 连续 ， 
f(g A《W))=(g。/)-1(W) 是 z 的 邻 域 .这 就 证 明了 结论 ，】 

由 此 命题 推出 ,两 个 连续 映射 的 复合 也 是 连续 映射 .用 此 结论 
可 给 出 命题 1. 8 中 (1) 的 另 一 个 证 明 .了 在 4 上 的 限制 f4 一 了 。i， 
由 了 和 i 的 连续 得 到 了 4 连续 . 

设 宪 C2* 是 拓扑 空间 X 的 子 集 族 , 称 多 是 驻 的 一 个 覆 癌 ， 
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如 果 Uc 二 XX 《( 即 YzEX 至 少 包 含 在 到 的 一 个 成 员 中 ). 如 果 覆 


盖 多 的 每 个 成 员 都 是 开 ( 闭 ) 集 , 则 称 9 为 开 ( 闲 ?覆盖 :覆盖 % 
只 包 合 有 限 个 成 员 时 , 称 多 是 有 限 覆 盖 . 

定理 1. 2( 粘 接 引 理 ) 设 {41, 4,…,A,} 是 X 的 一 个 有 限 闭 
材 盖 . 如 果 映 射 了: XY 在 每 个 4, 上 的 限制 都 是 连续 的 , 则 了 是 
连续 映射 . 

证 明 ”只 要 验证 Y 的 每 个 闭 集 的 原 像 是 闭 集 . 设 召 是 了 的 闭 
集 , 记 瑟 是 了 在 4, 上 的 限制 , 则 


0B) UB NA) UF). 
Vi, fi 是 连续 的 ,因此 /1(B) 是 A 的 闭 集 . 又 因为 4 是 X 的 闭 
集 , 所 以 万 !(B) 也 是 站 的 闭 集 (命题 1. 7 中 (2)). /-'(B) 作 为 有 
限 个 闭 集 的 并 集 也 是 闭 集 . 上 


粘 接 引 理 是 判断 映射 连续 性 的 一 种 有 效 方法 , 它 还 是 分 片 地 
构造 连续 映 艇 的 依据 ， 


2.3 同 胚 映射 


定义 1.8 如 果 厂 : X->Y 是 . -一 对 应 ,并 且 / 及 其 道 广 : 
7 一 X 都 是 连续 的 , 则 称 / 是- 个 同 胚 映 射 ,或 称 拓扑 变换 ,或 简 
称 同 蚂 . 当 存 在 立 到 Y 的 同 胚 映 射 时 ,就 称 与 了 同 胚 , 记 作 X 
7Y. 

值得 提醒 的 是 同 胚 映射 中 条 件 广 ' 连 续 不 可 忽视 , 它 不 能 从 
一 一 对 应 和 了 连续 推出 . 例如 设 5! 是 复 平面 上 的 单位 圆周 ,规定 
7 [0,1)-S 为 AD e", 则 了 是 一 一 对 应 ,并 且 连 续 ,但 广 : 


不 连续 . 警 如 [0, 吉 ] 是 [o,1) 的 开 集 ,但 是 (让![[0, 雪 ) 一 


才 [去 ) | 是 包含 1 的 上 半 轩 ,1 不 是 它 的 内 点 ,因此 不 是 开 集 


(图 1:2). 
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图 12 
在 全 体 拓扑 空间 集合 内 的 阿 胚 关系 是 -个 等 价 关 系 , 其 自 反 
性 ,对 称 性 与 传递 性 分 别 基 上 以 下 明显 崇 实 : 恒 同 映射 这 : 买 一 和 
是 同 胚 映射 ;如 果 f 是 同 胚 映射 , 则 了 ! 也 是 同 胚 映 射 ;两 个 同 胚 
映射 的 复 台 也 是 辣 凸 映射 ， 
现在 举 几 个 同 胚 映射 的 例子 . 
例 1 开 区 间 ( 作 为 召 的 子 空 间 ) 同 胚 于 已 、 


如 | 一 豆 , 过 | 到 忌 的 同 胚 映射 /可 规定 为 ， 


f(r) -tanz，YzE| 一 到 ,也 | 


例 2 EF 中 的 单位 球体 Pr :二 {zE EE" 上 zjO<1) 的 内 部 六" 
z 


同 胰 于 ". 同 三 映射 J D">E" 可 规定 为 f(z) 一 了 一 年 开 ， 


Y +E 六 . 它 的 逆 映 射 为 : 


(9) = IPT， Yoy E EF. 
例 3 E"\{O} 实 EF"\D” (0O 为 原点 ). 


多 Tl 表 惟 可 中 的 点 z 的 范 数 , 即 上 到 原点 口 的 距离 . 
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规定 了 : FF\{O}>E"\D" 为 
Cr) 二 十 人 -其 几何 意义 为 每 
一 点 背 向 原点 O 移动 单位 长 , 则 / 

ji 是 一 一 对 应 ,并 且 连 续 . 广 "是 每 一 
点 朝 O 移动 单位 长 ,也 是 连续 的 

SN 四 La 
Te 例 4 球面 SG 去掉-- 点 后 与 
、 瑟 同 胚 . 球 极 投射 就 是 把 去 掉 北 极 
点 的 球面 映射 到 赤道 平面 的 一 个 同 


网 53 胚 映射 ( 见 图 1-4), 它 的 分 析 表达 
式 为 
ft) ~ [TEs Tal 
图 1-4 


例 5 任何 凸 多 边 形 (包含 内 部 ) 都 互相 同 胚 . 
以 一 个 五 边 形 4BCDE 与 三 角形 A'BC' 为 例 , 同 凸 映射 可 规 
定 如 下 :连结 BD 和 BE, 在 4C' 上 取 两 点 丸和 D' ,连结 BD' 和 
B'E'. 于 是 五 边 形 和 三 角形 都 被 分 割 为 三 个 三 角形 . 它们 分 别 记 
作 XXX 和 Ti,7:,Y:( 见 图 1-5). 由 相应 点 对 的 对 应 关系 (4 
到 人 4 等 等 ) ,建立 仿 射 变换 请 ,把 区 变 为 YCi=1,2,3). 它们 在 公 


国 3: 是 天 中 的 单位 球面 ,S? 于 {x,y,2)EEB: | xz 十 YY 十 2 一 1}。 
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图 13 

其 部 分 (线段 BD 或 BE) 上 是 一 致 的 ,因此 可 用 它们 规定 4BCDE 
到 A'B'C' 的 一 一 对 应 f. 根 据 粘 接 引 理 ,了 和 f' 部 是 连续 的 . 

例 6 禺 多 边 形 与 六 同 胚 . 

因为 贞 多 边 形 都 是 互相 同 虾 
的 ,只 须 证 -- 个 特殊 的 凸 多 边 形 与 
DPD: 同 肘 . 如 图 1-6 中 的 四 边 形 
ABCD. 

由 (xz,y)PP (YZz ,Vy ) 给 出 
人 OAB 到 扇形 04B 的 同 凸 映射 . 
利用 这 个 同 胚 和 图 形 的 对 称 性 容易 
建立 其 他 三 个 三 角形 到 相应 扇形 的 
同 胚 映射 , 这 四 个 同 暑 映射 拼接 成 
四 边 形 4BCP 到 圆 O 的 同 肚 . 

如 果 了 :XY 是 单 的 连续 映射 ,并 且 /: 叉 一 A(X) 是 同 胚 映 
射 ,就 你 也: 和 > 了 是 嵌 人 映射 . 例如 ,包含 映射 1 : 4- 总 是 嵌入 
映射 . 

有 了 同 是 映射 (拓扑 变换 ) 的 概念 ,就 可 像 引 言 中 那样 规定 拓 
扑 性 质 概念 了 . 

定义 1.9 拓扑 空间 的 在 同 胚 映射 下 保持 不 变 的 概念 称 为 拓 
扑 概念 ,在 同 耳 映射 下 保持 不 变 的 性 质 叫 拓 扑 性 质 . 
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当 /: XY 尾 同 胚 映射 时 ,X 的 每 个 开 集 已 的 了 像 f{U) 是 
Y 的 开 集 ,而 Y 的 开 集 V 的 了 原 像 是 和 的 开 集 . 因此 并 集 概念 在 
辣 目 映射 下 是 保持 不 变 的 , 它 是 拓扑 概念 ,由 它 规定 的 闭 集 、 闭 包 、 
邻 域 .内 点 等 等 概念 都 是 拓扑 概念 . 用 开 集 或 其 派生 的 拓扑 概念 来 
刻画 的 性 质 都 是 拓扑 性 质 . 例如 可 分 性 是 拓扑 性 质 . 

研究 拓扑 空间 的 同 胚 分 类 问题 是 拓扑 学 的 一 个 基本 问题 . 拓 
扑 性 质 对 它 起 了 重要 作用 . 例如 CR,rr) 是 可 分 的 ,CR,r:) 不 是 可 分 
的 ,从 而 它们 不 同 胚 . 


习 ”是 


1. 设 扩 :和 X->Y 是 映射 ,证 明 下 列 条 件 互 相等 价 : 

《1) /是 连续 映射 

《2) 对 天 的 任何 子 集 4,f(A)CFCAD; 

(3) 对 了 的 任何 子 集 B,CB)Cf/71(B). 

2. 设 B 是 Y 的 子 集 ,i : 8>Y 是 包含 映射 ,f: 和 > 肪 是 一 
映射 ,证 明 f 连续 < 二 >i。f: XY 连续 . 
3. 车 :XY 是 同 胚 映射 ,ACX, 则 f|4A : 4 一 了 是 嵌入 
映射 . 

4 证明 下 列 几 个 空间 互相 同 胚 ， 

(1) X=E\O}; 

(2) Ks= {zy,2) EE |z+y =1}s 

C3》 单 时 双 曲 面 人 X 一 {Cz ,yz) EE zx 十 y: 一 +2: 二 1}. 

5， 玉 的 覆盖 多 称 为 局 部 有 限 的 ,如 果 Y#YzEX 有 邻 域 只 与 多 
中 有 跟 个 成 员 相交 , 设 宇 是 和 的 一 个 局 部 有 限 闭 槛 盖 , 映 射 了 
和->7 在 每 个 CE 上 的 限制 fc 连续 , 则 了 上 连续. 

6. 设 f:X->Y 在 zEX 处 连续 ,序列 xz,>z, 则 

flr) > fx). 

7. 设 了 :>Y 是 满 的 连续 映射 ,其 中 总 是 可 分 的 . 证明 

也 是 可 分 的 . 
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8， 证 明 恒 同 映射 id : (及 .z )->( 民 ,rr) 是 连续 映射 ,但 不 是 同 
胚 映射 . 
9， 规 定 /: EN[0,1)>EE! 为 
Zz rt<0, 
7 一 1，7 宇 ]. 
证 明 /是 连续 映射 .但 不 是 同 胚 映射. 
10， 喘 射 /: ->Y 称 为 开 ( 闭 ) 映 射 ,如 果 /把 的 开 ( 闭 ) 
集 映 为 Y 的 开 { 闭 ) 集 . 举例 说 明 开 映 射 不 一 定 是 闭 映 射 ; 闭 映射 
也 不 一 定 是 开 映 射 . 
11. 如 果 了 : XY 是 一 对应, 则 了 是 下 映射 < 一 > 了 是 闭 
映射 < 一 > 上 ' 连 续 . 
12. 设 (X,d) 是 度量 空间 ,4 是 XX 的 非 空间 集 . 规 定 了: X 
EF' 为 f(z) = d(x,4) = inf{d(zx,a)|a E 4}. 证 明了 连续 ,并 且 
fr) = 0< 拓 >xE4. 
13. 设 (R,r) 是 $1 第 3 题 规 定 的 拓扑 空间 ,f: (R,r) 一 &' 
连续 , 则 f 是 常 值 映射 . 


f(z) 一 


$3 乘积 空间 与 拓扑 基 


设 久 是 XX 的 一 个 子 集 族 ,规定 新 子 集 族 
多 二 {UC XIU 是 纪 中 若干 成 员 的 并 集 } 

二 (DCXIYxzEU, 存 在 BE 劣 ,使 得 z€ BCU). 
称 吏 为 多 所 生成 的 于 集 族 . 显然 多 CC 多 ,YE 要. 

设 X 入 ,是 两 个 集合 , 记 义 ,XX, 为 它们 的 笛 卡 几 积 ; 

XX Xs = {rsx2) |z, € X,}. 

规定 广 : XXXo->X, 为 所 (zisT2) 一 Xi 一 112), 称 j 为 XXX。 
到 久 , 的 投射 . 如 果 4,CXi(i 一 1,2), 则 41X AsCX,XXz. 容易 验 
证 : 当 4CX ,BCXKCG=1,2? 时 ， 

(A X 4A) NN (B, x Bi) = (4, (| Bi) x (ds Bo). 
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对 于 “U” 运 算 ,类 似 等 式 不 成 立 . 
3.1 乘积 空间 


设 CX ,ro 和 (Xars) 是 两 个 拓扑 空间 , 现在 要 在 笛 卡 儿 积 XX 
XX: 上 规定 一 个 与 nmvrs 密切 相关 的 拓扑 r. 具体 地 说 ,rz 要 使 六 
和 j 痢 连续 . 并 县 是 满足 此 要 求 的 最 小 拓扑 . 

在 具体 给 出 r 的 定义 之 前 ,我 们 先 来 考察 = 应 该 含有 哪些 集 
合 ? 

YU,Ez, 由 于 连续 ,六 1(U,) Er( 定 理 1.1). 若 UiEn ,Us 
Ez , 则 

UXU= (XRD 站 (和 XU = VINI UV) Er 
构造 X, XX 的 子 集 族 劝 = (Ci XUzs|z Ers}, 则 所 要 构造 的 拓扑 
+ 包含 多 .根据 拓扑 公理 (2) ,+ 也 一 定 包含 吵 , 因 此 + 就 是 包含 更 
的 最 小 拓扑 . 

命题 1. 10 允 是 X,XX, 上 的 一 个 拓扑 . 

证 明 显然 多 满 足 拓扑 公理 (1). 

由 鹃 的 定义 故 出 ,胸中 成 员 的 任意 并 仍 在 到 中 ,因此 拓扑 
公理 (2) 也 满足 . 下 面 验证 满足 拓扑 公理 (3). 

设 玉 ,W'E 哆 ,要 证 明 W 站 W'E 史 .Yn,r) EWNW', 则 
(xisx2) 所 邢 , 从 而 有 UEt,G 一 1,2) ,使 得 (zr,z2) EU XU,CW; 
同样 ， 有 Ui Er, 使 得 (zx1 ,x2) EVIXUsCW'， 于 是 (x:,z2) 和 
(OXON OXUDCWNW ,而 

OU XUIN TT XT) = NU x VN UD EY. 
由 琵 的 定义 ,W 门 W'E 罗 .公理 (3) 满 足 。 下 

命题 1. 10 说 明 如 就 是 我 们 所 要 构造 的 拓扑. 

定义 1.10 称 现 为 XXX 上 的 乘积 拓扑 , 称 (XXX?，, 汤 ? 
为 (Xs, 二) 和 (X;,5) 的 冬 积 空间 . 简 记 为 X, XX 

用 类 似 的 方法 可 以 规定 有 限 个 拓扑 空间 (Xi,r)G=1 sn) 
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的 乘积 空间 XX, XXsX… XX,, 它 的 拓扑 由 二 {UyXUsX*…XU, 
IUErisi 二 1,…,n} 所 生成 ,请 读者 自己 验证 ， 
拓扑 空间 的 “乘积 "运算 具有 结合 律 , 即 
XI X Xs X Ks 一 (Ky X Xs) X Xs = XX (Xs Xx Xs), 
无 穷 多 个 拓扑 空间 { (Xi,t) : AE A} 的 乘积 空间 的 定义 要 麻 
烦 一 些 . :X:AE 4)} 的 第 卡 儿 积 规定 为 
TX {ff: A> | |X/ €E XY zxE A}. 


eA ea 


这 里 记号 表示 集合 族 {X: Ac 4} 的 无 交 并 (参见 第 87 页 ). 其 
上 的 拓扑 通常 有 两 种 ， 它 们 分 别 由 多, = 【IT es a} 和 


多 ,= {]1U4|5,€ =, 且 除 去 有 限 个 4 外 ,D: = X} 所 生成. 最 


常用 的 是 第 二 种 , 称 为 乘积 拓扑 (或 Tnxouos 拓扑 ), 它 保留 有 限 乘 
积 空 间 的 更 多 的 性 质 . 下 面 我 们 将 只 讨论 有 限 乘 积 空间 . 


3. 2 乘积 空间 的 性 质 


由 乘积 拓扑 的 定义 直接 得 到 投射 7 : XX X* 一 X, 的 连续 性 . 
天 还 是 开 映射 (习题 3). 设 Y 是 任 一 拓扑 空间 ,f :了 一 X, XX 是 
一 映射 . 称 /一 。 了: YX(i 二 1,2) 为 的 两 个 分 量 (映射 ). 于 
是 了 与 它 的 两 个 分 量 互 相 决 定 . 

定理 1.3 对 于 任何 拓扑 空间 了 和 映射 / :; YX,XX,,f 连 
续 寺 = 之 了 的 分 量 都 连续 . 

证 明 一 = 一. 因为 关连 续 ,所 以 当 了 连续 时 ,复合 映射 有 .一 
7 。 了 也 连续 人 一 1,2). 

一 一 设 避 ErnG 一 1,2), 则 :7:) 都 是 7 的 开 集 . 容易 看 
出 f(y)EUL XU 人 0)EUG=1,2), 因 此 广 !CO XU 一 
六" AU 站 fbU2), 它 是 了 的 开 集 ,对 于 X, XX 中 一 般 的 开 集 
WW, 有 WW 一 i X Uso, 其 中 Us € 5,Y a € er .于 是 
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fF- Wy = Fi Xx Us) 
er 


也 是 了 的 开 集 .因此 了 是 连续 的 ， 1， 

对 于 任何 多 个 拓扑 空间 的 乘积 空间 (无 穷 情 形 用 乘积 拓扑 )， 
定理 同 祥 成 立 . 还 可 证 明 ,XXXs 上 使 定理 能 成 立 的 拓扑 只 有 乘 

推论 Y6EXi, 由 zx 一 (+,b) 规 定 的 映射 1: XX, 一 XXXs 是 
嵌入 映射 . 

证 明 须要 验证 i : XX,>i(X1) 一 XX {6} 是 间 胚 . 它 显然 是 
一 一 对 应 .4! 是 广 在 XX {5} 上 的 限制 ,因此 是 连续 的 .i, 的 两 个 
分 量 分 别 是 恒 同 映射 id : XX, 一 XX, 和 XXX 到 XX; 的 常 值 映射 (把 X， 
映 为 {2}) ,都 是 连续 的 . 由 定理 1. 3 推出 衬 是 连续 的 . 上 


3.3 拓扑 基 


乘积 拓扑 是 用 一 个 特定 的 子 集 族 生成 的 . 这 种 规定 拓扑 的 方 
法 在 度量 空间 中 已 经 用 过 . 度量 空间 的 开 集 是 球形 邻 域 的 并 集 ,也 
就 是 说 度量 空间 的 球形 邻 域 族 生 成 了 度量 拓扑 . 拓扑 基 就 是 从 以 
上 方法 中 抽象 出 的 一 个 一 般 性 概念 . 

定义 1.11 称 集合 X 的 子 集 族 吧 为 集合 X 的 拓扑 基 ,如果 
项 是 立 的 一 个 拓扑 ! 称 拓扑 空间 (X,r? 的 子 集 族 多 为 这 个 拓扑 
空间 的 拓扑 基 , 如 果 罗 =t。 

这 里 提出 了 两 个 有 联系 的 不 同 概念 ,集合 的 拓扑 基 和 拓扑 空 
间 的 拓扑 基 . 前 者 只 要 求 区 是 集合 X 的 一 个 拓扑 ,而 后 者 要 求 罗 
是 和 原 有 的 拓扑 r. 这 两 个 概念 的 判断 方法 也 不 一 样 ， 

命题 1.11 多 是 集合 久 的 拓扑 基 的 充分 必要 条 件 是 : 

GD) (JB=X; 


ba 
(2) 车 B,Be€ 3, 则 Bi 们 BE 雾 ( 也 就 是 YrE BifB:, 存 在 
BE 名 ,使 得 zE BCBNB:). 
证 明 ”必要 性 显然 .下面 证 充分 性 , 即 当 (1) 和 (2) 成 立时 验证 
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多 满足 拓扑 公理 . 
鸣 的 定义 蕴涵 它 满足 拓扑 公理 (2) ,并且 ZE 酌 . 条件 (1) 说 
明 XE 汤 . 因此 罗 也 满足 拓扑 公理 (1). 设 U,V'E 弦 记 U 
=(B., Ut =()B;, 其 中 B., By € 2B, Ya,p, 则 NU NU 
人 Bg 


二 凯 18, Bs) .由 条 件 (2), 得 B.N) BiE 海 ,Ya,p, 再 由 拓扑 公 
i 


理 (2) ,推出 UNv'E 汤 .于 是 拓扑 公理 (3) 成 立 。 上 

例 1 规定 R 的 子 集 族 儿 ={[a,5)'a<8}. 显 然 多 满足 命题 
1.11 中 条 件 (1). 任 取 [a1,60) ,Easypa) ,车 zxE Eass) 站 [ez,6o) ; 记 
a 二 max{ai,as} 光一 min{f 有 yp ,于 是 a 坊 z<b. 则 [a,8)E 雪 ,并 
且 x€ fa,) 己 [ais6) 站 [as,6). 因此 命题 1. 11 中 条 件 (2) 也 满 
足 .这 样 ,多 是 R 上 的 一 个 拓扑 基 . 

令 天 ={[a,5)la<5,5 是 有 理 数 }. 则 同样 可 证 ,是 有 R 上 的 
拓扑 基 . 因为 罗 必 多 ,所 以 罗 己 哆 . 男 … 方 面 ,不 难 验 证 名 CC 
落 ,并 由 此 得 出 劳改 .这 样 才 与 ,大 生 成 相同 的 拓扑 .一 般 地 ， 
当 两 个 拓扑 基 生 成 相同 的 拓扑 时 ,就 称 它们 是 等 价 的 . 

命题 1.12 多 是 拓扑 空间 (X,r) 的 拓扑 基 的 充分 必要 条 件 
为 ， 

(1》55Cr( 即 多 的 成 员 是 开 集 ); 

(2)r 己 罗 ( 即 每 个 开 集 都 是 多 中 一 些 成 员 的 并 集 ). 

证 明 必要 性 显然 . 

由 条 件 (1) 与 (2) 推 出 吕 =r, 从 而 多 是 (X,r) 的 拓扑 基 . 充分 
性 得 证 ， 】 

例 2 若 久 是 (X,r) 的 拓扑 基 ,4CX. 规定 吧 , :一 {4 们 如 | 如 
皇马 }. 它 是 4 的 子 集 族 . 显然 命题 1. 12 的 条 件 (1) 成 立 . 设 了 是 
4 的 开 集 , 则 有 UEr, 使 V=4fiU. 设 U 一 [jB.,B.E 名, 则 TV 


二 凯 4 0 Be 现 ,. 子 是 吧 4 满足 俞 题 1. 12 条 件 (2). 因 此 
是 (4,rw) 的 拓 扩 基 . 
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例 3 设 丸 的 子 集 族 名 ={(a,6)|a<6,a,6 为 有 理 数 }. 则 汤 
是 &' 的 拓扑 基 ( 请 读者 自己 验证 ). 

设 多 是 拓扑 空间 和 的 拓扑 基 ,zrE 4CX, 则 4 是 xz 的 邻 域 
擂 -存在 BE 多 ,使 得 z€ BC4( 请 读者 自己 证 明 ). 于 是 ,许多 
概念 可 利用 拓扑 基 来 刻画 . 例如 ， 

工 是 4 的 聚 点 < > 多 中 每 个 包含 zx 的 成 员 与 4N\{z} 有 交 
点 ; 

xE 本 < 一 > 汉中 每 个 包 信 的 成 员 与 4 有 交点 ; 

了 :YX 连续 >YBE 多,f-'(B) 是 Y 的 开 集 . 

当 多 中 成 员 的 形式 比较 “规范 ”时 (如 度量 空间 中 的 球形 邻 域 
或 乘积 空间 中 UXU, 形式 的 开 集 ), 以 上 概念 的 检验 就 往往 要 方 
便 得 多 . 


习 是 


1. 设 4, 互 分 别 是 和 ,7 的 闭 集 ,证 明 4XB 是 乘积 空间 XX 
了 的 闭 集 . 

2. 设 ACX,BCY ,证 明 在 乘积 空间 XXY 中 ， 

(1》 AXB=AXB; 

(2) (AXB)— AXB. 

3， 证 明 投射 户 ; XXX 和 XiG 一 1,2) 是 开 映射 . 

4 设 了: X->Y 是 连续 映射 ,规定 严 ，X-= 和 X7 为 (x) 一 
(zz))，YxzESX. 证 明 忆 是 颈 入 映射 . 

5 设 和 与 也 都 是 可 分 空间 ,证 明 和 XY 也 是 可 分 的 . 

6， 设 4CXG=1,2). 证 明 4 X A 作为 XXXs 于 空间 的 
拓扑 就 是 4, 与 4, 的 乘积 空间 的 拓扑 . 

7. 拓扑 空间 X 到 E! 的 映射 称 为 上 的 函数 . 设 / 和 g 都 是 
用 上 的 连续 函数 ,证 明了 土 g 和 了， g( 分 别 用 CF+g)(Cz)= Or) 士 
SCzT 和 gz) 一 rz)gCz) 定 义 ) 都 是 和 上 的 连续 函数 . 

8. 证 明 多 ={( 一 oo,a)|a 是 有 理 数 } 是 RR 上 的 拓扑 天. 写 出 
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必 生成 的 拓扑. 

9. 设 妨 的 子 集 族 弛 = {[a,5)1a<b}， 证 明 在 (R, 效 ) 中 、 
[a, 双 ) 嗓 是 开 集 ,又 是 闭 集 . 

10. 设 是 拓扑 空间 (X,,z) 的 拓扑 基 Gi 一 1,2). 证 明 妆 = 
{BiX Bs|B.€ 家 } 是 乘积 空间 X, XX 的 拓扑 基 。 

11. 设 名 是 的 一 个 六 盖 , 规 定 X 的 子 集 族 吧 = 18318 是 
多 中 有 限 个 成 员 的 交集 ). 证 明 多 是 集合 和 的 一 个 拓扑 基 . ( 称 字 
是 光 的 子 拓扑 基 . ) ， 
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第 二 章 ” 几 个 重要 的 拓扑 性 质 


本 章 介绍 几 个 常用 的 拓扑 性 质 , 分 离 性 .可 数 性 、 紧 致 性 和 连 
通 性 . 前 两 种 性 质 也 可 以 看 作 拓 提 公理 的 补充 ;后 两 种 性 质 在 分 析 
学 中 已 出 现 过 ,它们 有 很 强 的 几何 直观 性 ,是 拓扑 学 中 最 基本 的 性 
质 . 


§ 1 分 离 公理 与 可 数 公理 


在 第 一 章 中 已 经 看 到 , 欧 氏 室 间 和 度量 空间 中 有 些 熟 知 的 性 
质 在 一 般 拓扑 空间 中 可 能 要 失去 . 这 说 明 拓扑 公理 只 是 概括 了 度 
量 拓扑 最 基本 的 性 质 ,而 不 是 全 部 性 质 . 有 时 ,这 种 不 足 会 带 来 不 
方便 .分 离 性 和 可 数 性 常 作为 附加 性 质 ,弥补 拓扑 公理 的 不 足 . 因 
此 它们 本 身 也 被 称 为 公理 . 有 两 个 可 数 公 理 和 一 系列 分 离 公理 . 这 
里 介绍 这 两 个 可 数 公理 和 四 个 较 常 用 的 分 离 公 理 :T ,Ts:,T: 和 
公理. 


1.1 7 公理 和 7: 公理 


分 离 公理 都 是 关于 两 个 点 (或 闭 集 ) 能 否 用 邻 域 来 分 隔 的 性 
质 ,是 对 拓扑 空间 的 附加 要 求 . 

T, 公理 任何 两 个 不 同 点 z 与 y,z 有 邻 域 不 合 y,y 有 邻 域 
不 会 之 

T; 公理 ”任何 两 个 不 同 点 有 不 相交 的 邻 域 . 

不 难看 出 这 里 “ 邻 域 ” 可 改 成 “ 开 邻 域 ", 而 公理 的 含义 不 变 . 

显然 满足 Ts 公理 也 一 定 满足 T: 公理 ,但 从 T, 公理 推 不 出 
了 公理 .例如 CR,ry) 满 足 T) 公理 ,因为 x 隐 y 时 ,RN\{y} 就 是 z+ 的 
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邻 域 , 它 不 包含 y; 而 RN{zj 是 y 的 不 含 之 的 邻 域 .但 是 x 与 y 的 
邻 域 一 定 相交 (它们 都 是 有 限 集 的 余 集 ), 因 此 (CR,r) 不 满足 T, 公 
理 . 

下 面 的 命题 更 加 清楚 地 亲 明 了 T 公理 的 意义 . 

命题 2.1 X 满足 7 公理 < 一 >X 的 有 限 子 集 是 闭 集 . 

证 明 ”一 一 .只 须 证 单 点 集 是 闭 集 . 取 =<EX. 当 二 z 时 ， 
7 公理 说 y 有 邻 域 不 含 ,因此 yE1z). 子 是 {7 二 {z), {x) 为 闭 
集 、 

一 一 . 设 < 天 y, 因 为 1y} 是 闭 集 , 所 以 X\{y) 是 x 的 开 邻 
三 , 它 不 含 y。 同样 ,XNtz} 是 y 的 不 含 < 的 开 邻 域 ， 上 

推论 若 入 满足 Ti 公理 ,4CX, 点 > 是 4 的 聚 点 , 则 < 的 
任 一 邻 域 与 4 的 交 是 无 穷 集 . 

证 明 用 反 证 法 . 设 * 有 邻 域 U,UNA 是 有 限 集 , 不 妨 设 
UU 是 开 集 . 记 B= (UNA)\{z}, 它 是 有 限 集 ,因此 是 闭 集 . 子 是 ， 
B=UNmB 仍 是 zx 的 开 邻 域 , 它 不 含 4N\{z} 中 点 ,这 与 zE 4 了 矛 
盾 . |] 

T; 公理 是 最 重要 的 分 离 公理 . 满足 7, 公理 的 拓扑 空间 称 为 
Hansdorff 空间 . 以 后 我 们 会 见 到 它 的 许多 应 用 . 下 面 的 命题 表明 
它 在 改善 序列 收敛 性 方面 的 作用 . 

命题 2.2 Hausdorff 空间 中 ,一 个 序列 不 会 收 化 到 两 个 以 上 
的 点 . 

证 明 设 Hausdorff 空间 X 中 的 序列 {zx,} 收 全 到 ze 又 设 
天 zo, 要 证 明 zx 产 z. 取 xs 和 zz 的 不 相交 邻 域 U 和 VV. 因 为 zx 
zoy 所 以 口中 含 {zx,} 的 几乎 所 有 项 . 于 是 V 最 多 只 能 含 {x,} 的 有 
限 个 项 ,从 而 zx 1‖ 


1.2 7, 公理 和 7, 公理 


T; 公理 ”任意 一 点 与 不 含 它 的 任 一 闭 集 有 不 相交 的 ( 开 ) 邻 


域 . 
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T, 公理 任意 两 个 不 相交 的 闭 集 有 不 相交 的 ( 开 ) 邻 域 . 

( 当 ACU 时 ,说 可 是 集合 4 的 邻 域 )， 

如 果 葡 满足 7 公 理 , 则 它 的 单 点 集 是 闭 集 ,内 此 7 公理 推 
出 了 ; 公理 ,T, 公理 推出 公理 , 然而 没有 T 工 , 公理 的 前 提 时 ,上 
述 关系 不 成 立 . 例如 在 (RB, 中 Cr 一 {( 一 ,a) | 一 2 所 q 所 十 0)) 中 ， 
任何 两 个 非 空 闭 集 都 相交 . 因此 车 4 与 8 是 不 相交 的 闭 集 , 则 其 
中 有 一 为 空 集 , 设 B= 多, 于 是 丸 与 多 是 它们 的 不 相交 邻 域 . 这 说 
明了 CR,z) 满 足 T, 公理 ,而 它 不 满足 T,、7, 和 了 T, 公理 (请 读者 自 
己 检验 ). 

命题 2.3 度量 空间 (X,d) 满 足 T; 公理 (i 二 1,2,3,4). 

证 明 显然 (X,4d) 中 单 点 集 ( 从 而 有 限 集 ) 是 闭 集 ,因此 它 满 
足 T 公理 . 只 须 再 验证 它 满足 T, 公理 . 

设 4, 召 是 不 相交 闭 集 ， 不 妨 设 它们 都 不 是 好 ，YxEXX, 则 
d(z,d) 十 dCz,B)>0( 见 第 一 章 8 2 习题 第 12 题 ). 规定 X 上 连 
续 函 数 了 为 

AD = J 
划 当 xEA4 时 ,了 f(z) 二 0;zEB 时 ,f(z) 二 1, 任 取 实 数 1:€ (0,1)， 
册 广 !(( co) 和 广 !((G 十 co)) 是 4 和 吾 的 不 相交 邻 域 ，‖ 

下 面 是 Ts,T, 公理 的 另 一 种 描述 形式 ,它们 在 许多 场合 用 起 
来 更 方便 . 

命题 2 4 《1) 满足 7, 公理 < 之 任意 点 x 和 它 的 开 邻 域 
钙 ,存在 xz 的 开 邻 域 口 ,使 得 UCW. 

《2》 满 足 T, 公理 所-> 任 意 闭 集 4 和 它 的 开 邻 域 W, 有 有 4 
的 开 邻 域 吕 ,使 得 UCWw. 

证 明 (1) 和 (2) 的 证 明 方法 是 相同 的 . 下 面 只 给 出 (2) 的 证 
明 . 

王 一 . 设 4 与 B 是 不 相交 的 闭 集 , 则 B* 是 4 的 开 邻 域 , 由 
条 件 , 存 在 4 的 开 邻 域 U,CUCB'. 记 V==《0)', 则 V 是 开 集 ,BC 

38 


,并且 忌 站 YY 一 妨 ( 见 图 2-1(a)). 


C8) (by 
医 21 


一 >. 记 8=W', 则 4 与 8 为 不 相交 的 闭 集 . 由 TT, 公理 ， 
存在 4 与 8 的 不 相交 的 开 邻 域 品 与 V. 则 UU 即 为 所 求 (因为 UC 
VECB'=W, 见 图 2-1(b)). 1 

许多 拓扑 书 里 有 正规 空间 和 正则 空间 的 概念 ,但 它们 的 含义 
是 不 统一 的 . 有 的 书 中 把 满足 T, Ts) 公理 的 拓扑 空间 称 为 正规 
《由 ?空间 ,而 另 一 些 书 则 还 要 求 满足 T' 公理 . 本 书 中 将 避 开 这 两 


个 术语 . 
1.3 可 数 公理 


可 数 公理 有 两 个 :第 一 可 数 公 理 和 第 二 可 数 公理 ,分 别 简称 
Ci 公理 和 C: 公理 (也 有 称 作 4, 公理 和 4; 公理 ). 满足 C, 公理 的 
拓扑 空间 称 为 C. 室 间 . C: 空间 也 称 完 全 可 分 空间 . 

为 了 定义 C, 公理 , 先 要 介绍 邻 域 基 的 概念 ， 

设 EX. 把 zx 的 所 有 邻 域 的 集合 称 为 zx 的 邻 域 系 , 记 作 
-4 (zz) 的 一 个 子 集 ( 即 的 一 族 邻 域 )G 称 为 < 的 一 个 邻 
域 基 , 如 果 z 的 每 个 邻 域 至 少 包 含 2 中 的 一 个 成 员 . 例如 (zx) 
本 身 是 z 的 一 个 邻 域 基 ;z 的 所 有 开 邻 域 构成 z 的 一 个 邻 域 基 ; 若 
多 是 拓扑 空间 X 的 拓扑 基 , 则 = {BE 哆 |xEB} 也 是 x 的 邻 域 
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基 ， 对 于 度 基 空 间 (X,cd)， 以 z 为 心 的 全 部 球形 邻 域 的 集合 
[Bre)le>0) 是 上 的 邻 域 基 ;*{1B(zyd)le 为 正 有 理 数 } 和 
{B(x,1/nl | 为 自然 数 } 也 都 是 z 的 邻 域 基 ， 

Ci 公理 任 一 点 都 有 可 数 的 邻 域 基 . 

例如 度量 空间 满足 C, 公理 , {B(x,g) 19 是 正 有 理 数 } 和 
1B(z,1/zal 1n 是 自然 数 } 都 是 z 的 可 数 邻 域 基 . (R,ry) 不 是 Cl 
空间 . 设 xER, 则 xz 的 任何 可 数 邻 域 族 2 都 不 是 = 的 邻 域 基 (YU 
EW 都 是 有 限 集 的 余 集 ,因此 【JU 是 可 数 集 , 取 y ES 且 
yz, 则 YUESyEU. 于 是 RN\t?} 是 工 的 开 邻 域 , 它 不 包含 任 一 
UEWU,. ). 

命题 2.5 如 果 X 在 zx 处 有 可 数 邻 域 基 , 则 xz 有 可 数 邻 域 基 
{V,} ,使 得 mr>n 时 ,VCYV,. 


证 明 先 任 取 的 一 个 可 数 邻 域 基 {U.}. 规定 了. 一 NA, 
YE AN. 则 VCU,, 从 而 {V.} 也 是 可 数 邻 域 基 . 显然 ,mn 时 ， 
VoCV.. 1 

命题 2.6 若是 C, 空间 ,4CX,zE 有 A, 则 4 中 存在 收敛 到 
工 的 序列 . 

证 明 取 z 处 的 可 数 邻 域 基 {7.} ,使 得 mm>z 时 ,YeCY,( 见 
命题 2.5). 因为 =E 所 ,所 以 V. 门 4 天 他. 取 zEYs 门 4,Ya 得 到 
妇 中 的 序列 {zx.}. 任 取 xz 的 邻 域 芝 , 则 存在 = 使 .CU ,从 而 VC 
U,VYm 之 n. 于 是 zwEU,Ym 之 n. 按 收敛 的 定义 ,有 zz 上 

推论 车 区 是 C, 空间 ,xz,EXX, 映 射 f :XX 了 满足: 当 xz 一 
2 时 ,Fr 一 Fz), 则 了 在 连续. 

证 明 ”用 反 证 法 .如 果 了 在 ro 不 连续 , 则 存在 f(zo) 的 邻 域 
:使 得 了 1(V) 不 是 zx, 的 邻 域 , 即 zo€ C7 (7Y)) 根据 命题 2. 6， 
有 (Cf 7)) 中 序列 (zs) ,zo>xo. 由 条 件 ,FCz) 一 PCzo). 于 是 ,对 
几乎 所 有 nzJEV,r EC7) 矛盾， 于 
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Cs 公理 有 可 数 拓扑 基 . 

这 里 指 拓扑 空间 X 有 可 数 拓扑 基 , C, 公理 是 一 个 很 强 的 要 
求 ,以 至 某 些 度量 空间 也 不 是 C, 空间 . 例如 在 R 中 ,规定 度量 ad 
为 

D， 工 一 3， 

1， 并 天 小 
则 (R,q) 是 离散 拓扑 空间 ,任何 点 都 是 开 集 . 于 是 它 的 任 一 拓扑 
基 必 须 以 每 个 单 点 集 {z} 为 其 成 员 , 因 此 - 定 是 不 可 数 的 . 

C; 空间 一 定 也 是 C, 空间 . 事实 上 , 苦 对 有 可 数 拓扑 基 绝 , 则 
任意 点 + 有 可 数 令 域 基 {BE 吧 |xEB). 

C: 空间 是 可 分 空间 . 设 久 有 一 可 数 拓扑 基 {8,} ,在 每 个 B。 
(除非 它 是 空 集 ) 中 取 一 点 xz, , 则 集合 (zx.} 是 X 的 可 数 移 密 子 集 . 
反 过 来 可 分 空间 不 一 定 是 C: 空间 (习题 18 给 出 一 个 可 分 Ci 空 
间 ,但 它 不 是 C; 空间 》. 

命题 2.7 可 分 度量 空间 是 C: 空间 . 

证 明 设 (X,q) 是 可 分 度量 空间 . 4 是 它 的 一 个 可 数 稠密 子 
集 . 记 久 = {8 [人 | a€ An 为 自然 数 ) , 则 . 酒 是 一 个 可 数 开 
集 族 ， 下面 验 证 允 是 (X,d) 的 拓扑 基 ， 为 此 只 须 说 明 任 一 开 集 
VE 项 和 YzEC, 存 在 saE4 和 自然 数 *, 使 得 zxE B{a,i/n)CU. 
取 e>0, 使 得 BCz,e)CD. 取 ma>> 2/eeE 4 ,使 得 az,a)<<1/ma， 
则 x € Bla,lfn) .车 y 
EBla,l/n) ,WN d{a,y) 
三 1/n. 田 三 角 不 等 式 知 
dr,y) 之 2/n 之 ,从 而 
yE8(z,e). 于 是 
Bla,l/n} C BCzre) C 
UC 见 图 2-2). 下 

欧 氏 空间 E" 是 可 分 


Cryy) 一 
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的 (4 一 (Cr oz)lYiz 为 有 理 数 } 是 EF 的 可 数 稠密 子 集 )， 
因此 满足 C, 公理 . 

例 Hilbert 空间 E* 是 一 个 度量 空间 . 在 所 有 平方 收敛 的 实 
数 序列 构成 的 线性 空间 中 ,规定 内 积 


Cx) {y) = > xy， 


它 决 定 度量 p: 


ptzhtnD 一 | (rw 
扣 


得 到 的 度量 空间 就 是 E*. 

记 4=={{zw)€E"|x, 为 有 理 数 , 且 只 有 有 限 个 不 是 0}, 则 4 
是 到 的 可 数 稠密 集 ,因此 所 可 分 ,是 Cs 空间 . 

下 面 的 定理 体现 了 C; 公理 的 威力 . 

定理 2. 1CLindelef 定理 ) 若 拓扑 空间 X 满足 Ci,T, 公理 ， 
则 它 也 满足 T, 公理 . 

证 明 取 定 和 的 一 个 可 数 拓扑 基 多 . 设 忆 和 屎 是 不 相交 的 
闭 集 ,构造 它们 的 不 相交 邻 域 如 下 : 

YzEP, 则 xz 忆 到. 由 Ts 公理 ,有 x 和 不 的 不 相交 邻 域 史 和 
W', 于 是 外 站 一 多 . 取 BE 当 , 使 得 z€E BCW, 则 BNF 一 多 . 
记 {B1,Bi,…} 是 久 中 所 有 闭 包 与 坟 不 相交 的 成 员 , 上 面 已 证 明 


记忆 BB. 记 (Bi, 及 .…j 晤 名 中 所 有 闭 包 与 F 不 相交 的 成员， 


rcUB.. 


记忆 一 及 NU 到 = BAUB Ge =1,2,…) , 则 UU 和 


V, 都 是 开 集 ,并 且 YVn,m,U.NV。, (请 读者 验证 ). 令 0 二 【jjU,， 


1 


VV =, 则 UNV= 了 (NV) 一 2 . 设 zEF, 则 存在 4， 
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使 YEB, 从 而 YEU.CU. 因 此 U 是 下 的 开 邻 域 , 同 理 VY 是 玉 的 
开 邻 域 .U 和 V 是 下 和 疡 的 不 相交 邻 域 ， 上 


1.4 拓扑 性 质 的 遗传 性 与 可 乘 性 


一 种 拓扑 性 质 称 为 有 遗传 性 的 ,如果 一 个 拓扑 空间 具有 它 时 ， 
子 空间 也 必 具 有 它 ; 一 种 拓扑 性 质 称 为 有 可 乘 性 的 ,如果 两 个 空 避 
都 具有 它 时 ,它们 的 乘积 空间 也 具有 它 . 

例如 可 分 性 是 可 乘 的 (第 一 章 $ 3 习题 5) ,但 没有 遗传 性 ( 反 
例 见 本 节 习 题 18). 在 分 离 性 中 ,Ti ,Ts 和 了 公理 都 有 遗传 性 和 
可 乘 性 ,证 明 留 作 习题 .T, 公理 这 两 种 性 质 都 不 具有 . 两 个 可 数 公 
理 也 都 有 遗传 性 和 可 乘 性 . 


习 是 


1. 称 X 满足 T。 公 理 , 如 果 对 X 中 任意 两 点 , 必 有 一 开 集 只 
包含 其 中 一 点 . 试 举 出 满足 Te 公理 ,不 满足 了 公理 的 拓扑 空间 的 
例子 . - 

2. 如 果 久 满足 TT 公理 和 工 ,公理 , 则 它 也 满足 工 , 公理 . 

3. 设 满足 TT 公理 ,证 明 XX 中 任 一 子 集 的 导 集 是 闭 集 . 

4.. 设 Y 是 Hausdorff 空间 ,f: X*Y 连续 , 则 的 不 动 点 集 
Fixf 二 {z € If/(z) = z} 是 X 的 闭 子 集 . 

5. 设 了 是 Hausdorff 空间 ,f : XY 连续 , 则 /的 图 像 G/ 
:=((z,f(z))|zrEX) 是 XXY 的 闭 子 集 . 

6， 记 XXX 的 对 角子 集 4 :=1(z,7z)|zEX}. 证 明 当 4 是 X 
X 允 的 闭 集 时 ,X 是 Hausdorff 空间 . 

7 证明 Hausdorff 空间 的 子 空间 也 是 Hausdorff 空间 . 

8， 证 明 两 个 Hausdorff 空间 的 乘积 空间 也 是 Hausdorff 空 


间 . 
9. 设 X 满 足 T, 公理 ,FF 为 久 的 闭 子 集 ,z 蕊 下 .证 明 存在 下 
和 zx 的 开 邻 域 芒 和 了 ,使 得 如 站 7 一 忆 . 
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10. 设 /: X-~Y 是 满 的 闭 连续 映射 ,X 满足 了, 公理 , 则 了 
也 满足 了 , 公理 . 

11. 设 /: XY 是 映射 ,rEX,Y 是 了 (zr) 的 -个 邻 域 基 . 
证 明 : 如 果 YVE%Y,/'《V) 是 zz 的 邻 域 , 则 J 在 zz 连续 . 

12， 证 明 : 如 果 久 是 C, 空间 ,并 且 它 的 序列 最 多 只 能 收敛 到 
一 个 点 , 则 已 是 Hausdorff 空间 . 

13. 证 明 7 公理 有 可 乘 性 和 遗传 性 ， 

14. 证 明 C* 公理 有 可 乘 性 和 遗传 性 . 

15， 证 明 可 分 度量 空间 的 子 空间 也 是 可 分 的 . 

16， 记 多 = {[a,b) ia<6. 证 明 拓扑 空间 (及 , 脑 ) 不 是 C。 空 


疗 . 

17. 记 f 二 {( 一 owa)| 一 oa 十 吕 ). 证 明 (R, 中 是 Cs 空 
间 , 写 出 它 的 一 个 可 数 拓扑 基 . 

18， 记 S 是 全 体 无 理 数 的 集合 . 在 实数 集 R 上 规定 子 集 族 = 
二 {UNAIU 是 EE!' 的 开 集 ,AC5}. 

(1) 验证 r+ 是 尽 上 的 拓扑 ; 

(2〉 验 证 (R,r) 满 足 7 公理 ,但 不 满足 7 公理 

《3) 证 明 (R,n) 是 满足 C, 公理 的 可 分 空间 ; 

(4) 证 明 r 在 S 上 诱导 的 子 空间 拓扑 zs 是 离散 拓扑 ,从 而 
(8S,rs) 是 不 可 分 的 ; 

《5》 说 明 (R,z) 不 满足 C 公理 . 


§ 2 yptcoa 引 理 及 其 应 用 


本 节 介 绍 从 分 离 公理 和 可 数 公理 引出 的 较 深 刻 的 结果 . 
ypuicor 引 理 和 Tietze 扩张 定理 分 别 给 出 T 公理 的 两 个 等 价 条 
件 ;度量 化 定理 表明 ,分 离 公 理 和 可 数 公理 在 改善 拓扑 空间 的 性 质 
方面 已 走 得 多 远 . 
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2.1 ypateo 引 理 (Urysohn 引 理 ) 


定理 2. 2(ypueog 引 理 ) 如果 拓 扑 空间 X 满足 T, 公理 , 则 
对 于 X 的 任意 两 个 不 相交 闭 集 4 和 8B, 存在 X 上 的 连续 函数 /， 
它 在 4 和 B 上 分 别 取 值 为 0 和 1. 

证 明 记 Q 是 [0,1] 中 的 有 理 数 的 集合 , 它 是 一 个 可 数 集 . 证 
天 分 两 步 . 

《1) 用 归纳 法 构造 开 集 族 {U, : rEQ} ,使 得 

G0) 当 r<r 时 ,UCU,; 

GD YrEQ ACU,CB.. 
作法 如 下 , 将 局 随意 地 排列 为 {ri,7;,…) ,只 须 使 7 一 1,r; 一 0. 然 
后 对 = 归纳 地 构造 7-. 取 UU 二 记 , 它 是 4 的 开 邻 域 . 根据 命题 
2.4, 可 构造 U, 是 A 的 开 邻 域 ,DCU 

设 Ui,U,,,… ,UV 已 构造 ,它们 满足 (和 (ii). 记 ro 一 
max{rnll Sar rn = min(r enn > rn row < 
ri- 因此 已。CE- 作 以 是 区 .的 开 邻 域 ,并 且 区 .CD 


ev Tt 


( 见 图 2-3). 容易 验证 上 ,0 ,UV ,0 ,, 仍 满足 (和 i). 人,} 


9=mncrncr<a<rn<crcr=1 


图 2-3 


全 确切 地 说 ,是 用 蔓 归 定义 原理 ,而 不 是 营 通 的 归纳 法 、 
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的 定义 完成 

(2) 规定 函数 /: XE 为: YXEX， 

f(x) = sup{tr EQ zr EV} = inflr € Qlr EU,}. 

这 里 给 出 /(z) 的 两 个 定义 式 ,如 果 Yr,x 忆 EU,, 则 用 第 一式; 如果 
Yr,xEU,, 则 用 第 二 式 ;余下 的 情形 ,两 式 的 值 是 相等 的 . 因为 4 
CU,,YrEQ1, 所 以 了 在 A 上 各 点 的 值 都 为 0; 类 似 地 ,在 B 上 
各 点 取 值 1. 现 在 只 剩 下 了 连续 性 的 验证 了 ,为 此 只 用 说 明 对 任何 
开 区 间 (a,5, 广 :*(a, 的 是 和 的 开 集 , 即 它 的 每 一 点 都 是 内 点 . 

根据 了 的 定义 ;Yre 儿 ,Ca) 若 zED 则 Ar)sriCb) 若 
七 UU,, 则 f(x) 之 r. 从 夺 的 定义 还 可 看 出 ,0sA(Cz)S1,YzEX. 

设 *eE 广 :ab), 即 a<AGr)<b 要 证 有 开 邻 域 包含 在 
广 :ab 中 . 

如 果 A(Cz) 天 0,1. 则 可 取 mmEC 使 得 ae<<m< Faz) 
<r<6 由 (a) 知 ,EU 从 而 zEU,; 由 (b) 知 , TEU,, 因此 
UN 是 z 的 开 邻 域 YyEUNNT,(a) 与 (Db) 说 明 4a<r&f(y) 
硫 r<6, 因 此 UN 站 Cf a,b). 

如 果 f(z)=0, 则 a<0, 取 r<5, 则 zEU,CF ae 

如 果 x)==1, 则 6>1, 取 a<r < , 则 xEDT Cf (a,6). 

1 

显然 , 当 对 于 4,B 有 定理 中 所 说 的 过 续 函 数 时 ,A4.B 有 不 相 
交 的 邻 域 . 因此 ypetcos 引 理 的 结论 是 T, 公理 的 等 价 条 件 . 


2.2 Tietze 扩张 定理 


分 析 学 中 有 迷 续 延 拓 定 理 :; 定 义 在 召 的 某 个 闭 集 上 的 有 界 
连续 函数 可 延 拓 为 定义 在 Et 上 的 连续 函数 , 利用 Ypmcor 引 理 ,可 
以 推广 这 个 定理 为 Tietze 扩张 定理 . 


人 多 见 周 民 强 编著 的 《 实 变 函数 第 一 版 ,北京 大 学 出 版 社 ,1996》, 第 50 页 定理 
1.28. 
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定理 2. 3(Tietze 扩张 定理 ) 如 果 浆 满足 7, 公理 , 则 定义 在 
X 的 闭 子 集 上 的 连续 函数 可 连续 地 扩张 到 久 上. 

证 明 ”我 们 分 两 步 证 明 先 对 有 界 连续 函数 证 明 ,然后 推广 到 
- - 般 连 续 函 数 . 

(1) 设 f: FF>E' 连续 , 且 JCFIC[T 一 1 1]. 记 4= 
[一 1, 一 1/3]),B 一 /L113,1J) , 则 4,B 是 请 的 不 相 
交 闭 子 集 . 因为 是 XX 的 闭 集 ,所 以 4,B 也 是 XX 的 闭 集 .用 
Yppcon 引 理 ,可 作 和 上 连续 函数 9g, 使 得 9(X) 乞 
[一 1/3,1/3j] ,并 且 % 在 4 和 B 上 分 别 到 值 一 1/3 和 1/3. 令 记 
一 f 一 9 :FE , 则 f1(F)C -一 2/3.273]. 用 /' 震 代 /, 重 复 以 
上 过 程 ,构造 出 义 上 连续 函数 ,使 得 pCX) C [一 2/9,2/9] , 
工 的 连续 函数 户 = 太一 多 = 了 一 册 一 多 满足 fu(F) CC 
[一 4/9,4/9], 不 断 重复 以 上 做 法 ,归纳 地 作出 这 上 的 连续 函数 
序列 {9,) ,使 得 


GD HK) CC [= 至 2 


GD | Co — Da |<E, veer 


根据 G) ,函数 了 :二 gw 有 意义 ,连续 ,并 且 | 了 (7) |<1,YzEX. 


根据 Gi), 了 (z) 一 f(z) ,YrEF, 即 了 是 了 的 扩张 . 
(2) 设 了 是 下 上 的 连续 函数 ,不 一 定 有 界 . 规定 7 : F 一 E' 


为 Ptz) ~ 之 arctan(f(z)sYz EF, 则 CF)G (1,1). 由 


(1), 有 /的 扩张 7' :XX 一 BB!， 了 ' 连 续 , 且 了 '(X)CE 一 1,1j. 记 到 
二 (7 )-({ 一 1,1)), 则 上 是 匀 的 闭 集 , 并 且 FNE 玫 .根据 
Ypateoh S| 理 , 存 在 基 上 的 连续 函数 及 ,使 得 (XCLO,1], 并 且 记 
在 EE 入 上 分 别 取信 0 和 1， 于 是 对 YxEX, h(r) 关 (zx)€ 
(一 1,1) ,因此 可 规定 了: X 一 E! 为 
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fz) — tan| Fc) cz)), Yzx EX, 


则 了 连续 ,并 且 当 zE 下 时 ,因为 (x) 一 1, 所 以 
7z) = | B72) = tankarctan( fz))) = fz), 


即 了 是 /了 的 扩张 1 
从 Tietze 定理 的 结论 容易 推出 X 满足 7, 公理 ,因此 它 是 也 
公理 的 另 一 个 等 价 条 件 . 


2.3 ypeico 度量 化 定理 (Urysohn 度量 化 定理 ) 


一 个 拓扑 空间 (X,z) 称 为 可 度量 化 的 ,如 果 可 以 在 集合 和 上 
规定 一 个 度量 4, 使 得 z=. 

命题 2.8 括 扑 空 间 和 可 度量 化 < 存在 从 到 一 个 度量 
空间 的 答 入 出 射 . 

证 明 ==. 取 X 上 度量 d, 使 rz 是 X 原 有 的 拓扑 ， 则 
id : 了 一 (X,d) 是 同 胚 映射 

下 一 . 设 f:X>(Y,d) 是 撕 入 映射 . 记 8 一 A(X),ds 是 d 
在 8B 上 泛 导 的 度量 , 则 /: 久 ->(B8,ds) 是 同 胚 . 规定 X 上 的 度量 e 
为 :PCzz 二 da《f(z) f(z)), 则 广 !:(B,dg) 一 (XX,p) 是 保持 
度量 的 一 一 对 应 ,从 而 是 同 胚 .于 是 id= 广 :。 了: X-~~(X,o) 是 同 
胚 , 即 己 是 生 原 有 拓扑 ， 上 

定理 2. 4(ypstcoa 度量 化 定理 ) 拓扑 空间 X 如 果 满足 TT,T， 
和 Cs 公理, 则 XX 可 以 嵌入 到 Hilbert 空间 Er 中 . 

证 明 取 XX 的 可 数 拓扑 基 多 .多 中 两 个 成 员 B 与 浊 若 满足 
互 CB, 就 称 为 一 个 典型 对 . 把 所 有 的 典型 对 (是 可 数 的 ) 排 列 好 ,并 
记 以 msrayra worm 由 B, 和 访 . 构成 (B,C 育 ,). 

由 于 XX 满足 T, 公理 ,用 ypetco 引 理 可 构造 连续 函数 f,: X 
一 忆 , 使 得 f, 在 5B, 上 取 值 为 0, 在 Bs 二 取 值 为 1,Yn. (如 果 典 型 
对 只 有 对 对 , 则 z> 对 时 证 天 一 0. ) 规 定 三 : XE* 为 
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AD = [fi | YEX. 


了 是 单 的 . 事实 上 ,根据 Ti 公理 , 当 z 关 y 时 , 必 有 冯 E 多 ,使 
得 z€B,yEB. 和 由 人 T, 公理 ({zx) 是 闭 集 ) 存 在 BE 多 ,使 得 zE 
B,5CH. 设 B 与 上 是 典型 对 太 , 则 /Cz)=0, 扣 (y) 一 1, 从 训 
fz)¥f0%). 

由 于 XX 与 所 都 是 C, 空间 ,过 续 性 可 用 序列 语言 描述 . 因此 要 
证 了 是 嵌入 只 要 验证 :对 任 一 序列 {zs} ， ” 

TI fT) fz). 
—>. Ye>0, 于 人 人 人 
bp 去 < 号 


Nl a 


根据 所 ,f,,… ,fs 的 连 续 性 和 Ta 了 到 于 分 大 ， 使 得 &>K ,i 


ENY fe ~ 1 0) | < AR: 于 是 当 &> 玉 时 ， 
f 62 N Ca 
PFO fA LNaR N+ -ee 


因此 f(x)>f(z)、 

一 一， 只 须 证 明太 + 时 了 (zn) 加/(z), 取 xz 的 开 邻 域 六 
E 名 ,使 得 对 无 穷 多 个 ,xB. 取 BE 才 , 使 得 zxEB,B 与 把 构 
成 典型 对 zt. 于 是 对 无 穷 多 个 ,所 (x) 一 《zt) 一 1, 从 而 
ofCz ,f(T)) 空 11r. 因此 f(zDzfzx). 1 

定理 的 条 件 就 是 要 求 习 满足 $1 中 所 定义 的 所 有 分 离 公理 和 
可 数 公理 . 作为 推论 ,得 到 : 当 X 满足 T, 一 TT, 和 Ci、C; 所 有 这 6 
个 公理 时 , 它 一 定 可 度量 化 . 容易 看 出 满足 这 6 个 公理 并 不 是 可 度 
量化 的 必要 条 件 ( 度 量 空间 未 必 是 C 空间 ). 然而 ,由 于 E" 是 Cs 
空间 ,满足 6 个 公理 对 于 嵌入 E* 来 说 则 是 充分 必要 的 . 


习 题 


1. 证 明 ypecos 引 理 证 表 中 定义 的 函数 了 满足 
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flr) ~ supir E Qiz EV} =inffr€E Qlr ED,). 

2. 设 久 满足 公理 ,4 是 和 的 闲 子 集 , 则 连续 映射 了 :4 一 
EE 可 扩张 到 和 上 . 

3， 拓扑 空 间 Y 的 子 集 BB 称 为 Y 的 一 个 收编 核 , 如 果 存 在 连 
续 映 射 r:Y 了 ->B, 使 得 YZzEB,r(z) 一 x; 称 x 为 Y 到 避 的 一 个 路 
缩 映射 . 设 D 是 EF" 的 收缩 核 .X 满足 T, 公理 ,4 是 和 的 闭 集 .证 
明 连 续 映射 了 ”: A 一 DD 可 扩张 到 XX 上 . 


本 
4. 设 S 一 forayzarD E rr Dz? = 1) (n 维 球 


面 ),X 满足 TT 公理. 证明 从 六 的 闭 集 4 到 5S" 的 连续 映射 可 扩张 
到 4 的 一 个 开 邻 域 上 . 


33 紧 致 性 


紧 致 性 在 分 析 学 中 早 就 出 现 并 有 许多 应 用 ,然而 从 本 质 上 讲 ， 
它 是 属于 拓扑 学 范畴 的 概念 ,并 且 是 一 种 最 基本 最 常见 的 拓扑 性 
质 . 


3.1 紧 致 与 列 紧 


在 分 析 学 中 紧 致 性 (在 那里 它 等 价 于 列 紧 性 ) 旱 就 显示 了 它 的 
威力 . 有 界 闭 区 间 上 的 连续 函数 是 有 界 的 ,达到 它 的 最 大 、 最 小 值 ， 
并 且 是 一 致 连续 的 . 在 证 明 这 些 结论 时 都 用 到 了 同一 事实 :有 界 闭 
区 间 上 的 每 个 序列 有 收敛 的 子 序 列 . 这 种 性 质 后 来 称 为 “ 列 紧 性 ” 
( 自 列 紧 ), 它 可 以 一 字 不 改 地 推广 到 一 般 拓扑 空间 中 . 

定义 2.1 拓扑 空间 称 为 列 紧 的 ,如 果 它 的 每 个 序列 有 收敛 
( 即 有 极限 点 ) 的 子 序列 . 

模仿 分 析 中 的 方法 ,容易 证 明 : 

命题 2. 9 定义 在 列 紧 拓 扑 空间 X 上 的 连续 函数 了 : X 一 E! 
有 界 , 并 达到 最 大 ,最 小 值 . 
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刻画 闭 区 间 上 的 同一 特性 的 另 一 种 概念 是 “ 紧 致 性 ”, 虽 然 它 
看 起 来 不 如 列 紧 性 那样 自然 和 直观 ,但 更 能 体现 拓扑 特性 . 在 拓扑 
空间 中 ,序列 不 是 -种 好 的 表达 形式 ,而 紧 致 性 所 用 的 开 集 表 达 形 
式 , 从 拓扑 观点 来 看 更 为 自然 . 第 一 章 8$ 2 中 已 介绍 了 拓扑 空间 天 
的 覆盖 的 概念 . 它 是 的 -个 子 集 族人 % ,满足 【jU 一 X. 如 果 覆 


盖 儿 中 只 含有 限 个 子 集 ,就 称 和 为 有 限 覆 瘟 . 如 果 名 的 一 个 子 
族 4 一 本 身 也 构成 X 的 覆盖 ,就 称 /是 2 的 子 覆 羡 . 

定义 2.2 拓扑 空间 称 为 紧 致 的 ,如 果 它 的 每 个 开 覆 盖 有 有 
限 的 子 覆盖 . 

从 表面 上 看 , 列 紧 与 紧 致 似乎 没有 直接 的 关系 ,实质 土 它们 是 
有 着 紧密 联系 的 . 对 于 度量 空间 来 说 ,这 两 种 性 质 是 等 价 的 (下 面 
将 要 证 明 ). 对 于 一 般 拓扑 空间 来 说 ,它们 并 不 是 等 价 的 ,我 们 只 讨 
论 紧 致 概念 . 

按照 定义 ,拓扑 空间 如 果 只 含有 限 个 点 ,或 它 的 拓扑 是 有 限 的 
《只 有 有 限 个 开 集 ), 则 它 是 紧 致 的 .CR,rr) 是 紧 致 的 ,因为 它 的 每 
个 开 覆 盖 2% 中 必定 有 非 空 开 集 U,U 的 余 集 Ur 是 有 限 集 , 取 人 2 
中 有 限 个 开 集 覆盖 ,它们 与 UV -- 起 构成 和 的 一 个 有 限 子 逢 盖 . 
号 不 是 紧 致 的 ,因为 可 构造 它 的 一 个 开 覆盖 人 ,没有 有 限 子 覆 
盖 , 辟 如 B={( 一 22,0)12€ RR}. 


3.2 紧 致 度量 空间 


现在 证 明 对 于 度量 空间 , 列 紧 与 紧 致 是 等 价 的 . 

命题 2.10 紧 致 C, 空间 是 列 紧 的 . 

证 明 设 {zx,) 是 紧 致 C, 空间 闷 的 一 个 序列 ,要 证 明 它 有 收 
敏 的 子 序列 . 分 两 步 进 行 . 

《1) 用 紧 致 性 证 明 存 在 点 x+EX, 它 的 任 一 邻 域 都 全 有 {z.} 的 
无 穷 多 项 . 用 反 证 法 . 否则 ,VYzE 叉 ,可 找到 xz 的 开 邻 域 U,, 它 只 合 
{zt} 的 有 限 项 . 于 是 {Us|zE€X} 是 六 的 开 覆盖 ,但 是 {x.} 不 能 被 
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它 的 任 一 有 限 子 族 盖 住 ,因此 它 不 存在 有 限 子 笋 盖 . 这 与 X 紧 臻 

(2) 设 点 z 的 任 一 邻 咸 都 含 {z+} 的 无 穷 多 项 . 因为 X 是 CC， 
空间 ,可 取 x 的 可 数 邻 域 基 {U,) ,使 得 mw>>n 时 ,UCU6 取 x 是 
{zx} 包含 在 UU; 中 的 那些 项 中 的 第 i 个 ， 则 my>m，Yi， 因此 
{ovo,，""" 是 {zs} 的 子 序列 . 由 作法 容易 证 明 zu 一， 上 

度量 空间 满足 C; 公理 ,因此 紧 致 度 其 空间 是 列 紧 的 ， 

逆向 的 证 明 要 困难 得 多 ,还 要 先 引 进 儿 个 概念 . 

度量 空间 (X,d) 的 子 集 4 称 为 X 的 一 个 间 网 (8 是 一 正 数 )， 
如 果 WxEX,dlz,A)<6, 即 【Bta,6) 二 X. 

oe 


命题 2.11 对 任 给 5>0, 列 紧 度 量 空间 存在 有 限 的 5 网 . 

证 明 用 反 证 法 . 否则 ,35>>0, 对 X 的 任何 有 限 子 集 有 4, 总 
可 找到 点 zE ,使 得 4(z,4) 之 0o 用 归纳 法 构造 X 中 序列 如 下 : 
zi 任意 取 定 . 当前 = 个 zzz，… ,zs 取 好 后 , 取 zt 使 zir) 
全 66,Yi 二 1,"…,n. 这 样 得 到 的 序列 {z,} 满 是 dz,7j) 这 6,Yi 关 
户 因 此 它 没有 收敛 的 子 序列 ,与 列 紧 性 忒 活 . 上 

作为 命题 2. 11 的 一 个 应 用 ,得 到 : 列 紧 度 量 空间 一 定 是 有 界 
的 . 


设 和 是 列 紧 度 其 空间 (X,d) 的 一 个 开 覆 盖 ,并 且 搓 蕊 和, 规 

定 民 上 函数 gr : XE' 为 
Wo(z) =sup{d(z ,UYU EU), YrEexX. 

因为 是 有 界 的 ,有 MM, 使 得 d(x,y) 志 MYzxyyEX, 所 以 当 如 才 
是 时 ,d(x),U MM, 从 而 gr (xz) 有 意义 . 又 由 子 和 是 开 覆 盖 , 存 
在 UE 人 ,使 得 zEDU ,从 而 pw (zx) 宕 d(x ,U0 )>0. 

现在 验证 gw 是 连续 的 . Yx,yEX, d(y,U) = inf{d{y,a)|a 
EU 所 inftd(zy) + dra) la EU) = dr,y) + drU), 
因此 gx (y) 志 4 (zx,y) 十 gr (7X). 对 称 地 ,px (x) 所 d (zsy) 十 
gu(y). 这 样 | gr(x) 一 pr (y) |<<d (x,y). 因此 容易 看 出 qx 连续 . 
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定义 2.3 设 必 是 列 紧 度 量 空间 (X,d) 的 一 个 开 覆盖 ,和 E 
人 . 称 蝴 数 qs 的 最 小 值 为 2 的 Lebesgue 数 , 沁 作 志 (2 ， 

命题 2. 1 L(%) 是 正 数 ;并 且 当 0<6<LC2) 时 ,YxEX， 
BCz,6) 必 包含 在 5 的 某 个 开 集中 

证 明 内 为 XX 列 紧 ,所 以 gw 在 某 点 mm 处 达到 最 小 值 , 即 
工 (30 一 pvCco) >0. 

VYzEX;6<T(20) 近 fav 人 z), 因 此 存在 志 ECS ,使 得 dr) 
>6, 从 而 Br,ocCU 1 

现在 叶 以 来 证 明 主要 结果 了 . 

命题 2.13 列 紧 度 其 空间 是 紧 致 的 . 

证 明 设 (X,d) 是 列 紧 度 量 空间 . 要 对 它 的 开 狂 盖 找 出 有 
限 子 覆盖 . 不 妨 设 2 中 不 包含 义 , 从 而 有 Lebesgue 数 工 (2 ). 取 
正 数 6<L(2), 令 4 二 {a1yaqs，,…,an} 是 XX 的 全 网 (存在 性 由 命题 


2.11 保证 ). 于 是 【j B(w,5) 一 六 .由 命题 2.12,Vi, 有 UE 人， 


使 得 BCa,,6)CU,. 于 是 {U1,Us，…,U,) 是 及 的 一 个 有 限于 覆盖 . 
命题 得 证 1 

综合 命题 2.10 和 2. 13 ,得 到 

定理 2.5 若 和 是 度量 空间 , 则 和 列 紧 < 一 >X 紧 致 ， 上 

于 是 有 界 闭 区 间 是 紧 致 的 . 球面 98” 和 实心 球 D" 是 紧 致 的 .一 
般 地 ,E" 的 子 集 4 紧 致 的 充分 必要 条 件 是 4 为 有 界 闭 集 . 


3.3” 紧 致 空间 的 性 质 


下 面 的 讨论 中 常 要 涉及 到 拓扑 空间 的 紧 致 于 集 . 一 个 拓扑 空 
间 X 的 子 集 4 如 果 作为 子 空间 是 紧 致 的 ,就 称 为 X 的 紧 致 子 集 . 
这 里 在 概念 上 并 没有 提出 任何 新 思想 . 下 面 介 绍 判 断 一 个 子 集 是 
否 紧 致 的 办 法 ,实用 中 它 常常 比 定义 方便 些 . 

XX 中 一 个 开 集 族 2 如 果 满 足 4 忆 【JU , 则 称 入 是 4 在 工 


UE 


中 的 一 个 开 覆 好 (区 别 于 4 的 开 覆 盖 , 后 者 由 4 中 的 开 集 构成 ). 
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命题 2.14 4 是 区 的 紧 致 子 集 和 -> 4 在 X 中 的 任 一 开 效 
盖 有 有 限 子 覆盖 . 

证 明 一 一 . 设 公 是 4 存 义 中 的 开 覆盖 , 则 一 {UA 
IUE%} 是 4 的 开 覆 盖 . 因为 4 紧 致 ,所 以 3 有 有 限 子 败 盖 
{站 4 站 A 站 A). 则 {U05,…,U0,} 是 人 2 的 有 限 子 履 


E33 
广 - 


一 一 设 轩 是 4 的 开 覆 盖 . 则 由 子 空间 拓扑 的 定义 ,YYE 
学 , 取 定 X 中 开 集 已 ,使 得 V 一 5 人 4. 所 有 得 到 的 UU 构成 4 存 XX 
中 的 开 覆 盖 2. 由 条 件 ,2 有 子 覆 盖 {D Da ,7 于 是 {U5 门 
及, 中 门 4,…,Un 门 4} 是 %Y 的 有 限 子 覆盖 , 这 证 明了 4 的 紧 致 
性 .| 

命题 2.15 紧 致 空间 的 闭 子 集 紧 致 

证 明 设 久 是 紧 丝 拓 扑 空间 ,A 是 的 周子 集 .证 4 的 紧 臻 
性 只 须 证 明 4 在 和 中 的 任 一 开 餐 盖 4l 有 有 限 子 材 盖 . 因为 4 是 
闭 集 ,所 以 4 是 开 集 .于 是 2 中 添加 了 和 44 后 得 到 XX 的 一 个 开 窗 
盖 . 由 本 XX 紧 致 , 它 有 子 窗 盖 (4…,U, A ;. 子 是 {U4,…,0,) 是 
5 的 有 限 子 覆盖 (4 的 窗 益 ).。 1 

命题 2. 16 紧 致 空间 在 连续 映射 下 的 像 也 紧 致 . 

证 明 设 X 紧 致 ,映射 上: X->Y 连续 .要 证 明 /CX) 是 Y 的 
紧 致 子 集 . 设 % 是 /X) 在 Y 中 的 开 覆 盖 , 则 {fCU)IUE%} 是 
的 开 徐 盖 . 有 于 覆盖 人 人 UD), 100}. 即 XX 


-Ure 于 是 /CX) -Ui CO) cU 1。 因此 


ts 是 人 的 于 覆盖 ,根据 命题 2 14， 7CX) 紧 至. 1 
命题 2.16 的 一 个 直接 推论 是 : 紧 致 性 是 拓扑 性 质 . 当然 ,从 定 
义 就 可 得 到 这 个 论断 . 
推论 定义 在 紧 致 空间 上 的 连续 函数 有 界 ,并 且 达 到 最 大 、 最 
小 值 . 
证 明 设 XX 紧 致 ,f : X~ 吾 连续 .根据 命题 2. 16,7(CX)? 是 
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E' 上 的 紧 致 子 集 , 因 此 是 EF? 的 有 界 闭 集 , 故 /是 有 界 的 . 设 a,6 
分 别 是 了 (X) 的 最 大 、 最 小 值 ， 则 有 zx, rzEX, 使 得 f(x1) 二 a， 
了 zz) 一 b, 即 f 在 zszs 处 达到 最 大 ,最 小 值 . 1 


3.4 Hausdorff 空间 的 紧 致 子 集 


下 面 讨 论 紧 致 和 了, 公理 共同 作用 下 能 得 到 的 结果 、 

命题 2.17 若 A 是 Hausdorff 空间 XX 的 紧 致 子 集 ,xEA, 则 
xz 与 4 有 不 相交 的 邻 域 . 

证 明 YyEA4, 则 开关 
和 是 Hausdorff 室 间 ,因而 天 
和 y 有 不 相交 的 开 邻 域 I, 和 
V,( 它 们 都 随 y 而 改变 ). {V,| 
3yE4} 和 枸 成 4 在 和 中 的 开 覆 
盖 , 有 子 覆 盖 {VY,, Yo，…， 


Vs 小 记 站 一品 (图 2-4)， 
bd 


则 它们 都 是 开 集 (U 是 开 集 仰 
使 于 “有 限 ”), 并 且 分 别 是 4 
和 的 邻 域 .因为 UV, CU 
NV, = ,所 MUNV =2.U, 
V 即 为 所 求 ， | 

推论 ”Hausdorif 空间 的 紧 致 子 集 是 闭 集 、 | 

下 面 是 一 个 常用 的 定理 . 

定理 2.6 设 f: XY 是 连续 的 一 一 对 应 ， 
是 Hausdorff 空间 , 则 是 同 胚 . 

证 明 要 证 明 广 : : Y 一 X 连续 ,只 须 证 是 闭 映 射 ( 见 第 一 
章 $2 的 习题 11), 设 4 是 XX 的 闭 集 ,由 命题 2.15,4 是 紧 致 的 ， 
由 命题 2. 16，(4) 是 了 的 紧 致 子 集 ， 再 由 命题 2. 17 的 推论 知 
f(4) 是 了 的 闭 集 、 1 


中 X 紧 致 ,Y 
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命题 2. 18 Hausdorff 空间 的 不 相交 紧 致 子 集 有 不 相交 的 邻 


证 明 用 命题 2. 17 的 方法 和 结果 . 请 读者 自己 补充 证 明细 


节 . 下 


命题 2.19 紧 致 Hausdorff 空间 满足 T,,T, 公理 . 

证 明 只 用 证 满足 T, 公理 . 设 A 和 B 是 紧 致 Hausdorff 空 
间 尺 的 不 相交 闭 子 集 , 由 命题 2.15,4,B 都 紧 致 ,再 用 命题 2. 18， 
人 44 和 召 有 不 相交 邻 域 . 这 证 明了 各 满足 T, 公理 . 上 


3.5 ”乘积 空间 的 紧 致 性 


容易 看 出 , 紧 致 性 没有 和 遗传 性 ,例如 笋 区 间 [a,5] 紧 致 , 它 的 子 
集 Ca1,b) 不 紧 致 .但 紧 致 性 有 可 乘 必 ,下面 证 明 此 结论 . 


图 2-3 


引 理 设 4 是 义 的 紧 
致 子 集 ,y 是 了 的 一 点 ,在 
乘积 空间 XXY 中 .W 是 4 
X {y} 的 邻 域 . 则 存在 4 和 
y 的 开 邻 域 乙 和 了 ,使 得 巴 
xVEW. 

证 明 Yx€4, 则 (x， 
3) 是 W 的 内 点 ,因此 可 作 
zy 的 开 邻 域 DY- 使得 
UXVCW. (lzE4) 是 


4 在 和 中 的 开 柳 盖 . 而 4 紧 致 . (UjzE€ A}) 有 子 覆盖 {U.,U,， 


0 记忆 一 三 一 入 交 (网 图 2-5), 则 芝 和 站 分 别 且 


4 和 的 开 令 让 并且 U XV UxVD Cw 


定理 2.7 荐 久 与 了 都 紧 致 , 则 XXY 也 紧 致 . 
证 明 设 公 是 XXY 的 并 窗 盖 .要 说 明 它 有 有 限 子 覆 盖 . Yy 
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Ey, 则 XXX {yj 入, 从 而 是 紧 到 的 .27 也 是 它 在 XX 台中 的 并 屠 
益 , 有 有 限 子 材 盖 , 即 可 选 出 27 中 有 限 个 开 集 ,它们 的 并 集 W, 是 

，} 的 邻 城 .由 引 理 , 有 > 的 开 邻 域 了 ,使 得 六 XVJCW 因而 
XxV, 被 2% 中 有 限 个 开 集 所 入 盖 . fy,1yEY} 是 紧 黎 空间 了 的 


开 宁 盖 , 有 子 覆盖 (VsVysoV), 即 X XY= 则 CX XV,)， 


其 中 每 个 XXV, 者 被 2 中 有 限 个 开 集 覆盖 . 于 是 XXY 也 被 4 
中 有 限 个 开 集 所 覆盖 , 即 和 有 有 限 子 覆盖 1 

定理 的 结论 容易 推广 到 有 限 乘 积 的 情形 . 对 无 穷 乘积 情形 ,有 
Taxogoa 定理 :如 果 规 定 了 [ X, 上 的 拓扑 是 乘积 拓扑 , 则 当 每 个 X 


Er 


都 紧 致 时 ， [Lx% 也 紧 救 ,这 个 定理 的 证 明 要 用 到 Zorn 引 理 或 与 
之 等 价 的 迎 输 命题 .这 这 里 和 省略 了 . 
“3.6 ”局 部 紧 致 与 仿 紧 


紧 致 性 是 -种 很 好 的 拓扑 性 质 ,但 它 毕 竞 太 强 了 , 连 欧 氏 空间 
至 " 也 不 是 紧 致 的 . 现在 介绍 紧 致 性 的 两 种 推广 :局 部 紧 致 和 仿 紧 . 
它们 在 铬 扑 学 以 及 微分 几何 等 学 科 中 都 是 较 常 用 到 的 . 但 在 本 书 
中 它们 用 得 很 少 或 不 用 ,这 里 只 介绍 它们 的 定义 和 最 基本 的 性 质 . 

定义 2.4 拓扑 空间 X 称 为 局 部 紧 致 的 ,如 果 YzEX 都 有 紧 
致 的 邻 域 . 

显然 , 紧 化 空间 是 局 部 紧 数 的 ;EF 也 是 局 部 紧 致 的 . 

F 面 讨论 局 部 紧 致 和 T, 公理 配合 的 结果 . 

命题 2. 20 设 义 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 空间 ,出 

《1) 多 满 吓 T; 公理 ; 

(2) YrEX, 工 的 紧 致 邻 域 构成 它 的 邻 域 基 ; 

(3) XX 的 开 子 集 也 是 局 部 紧 致 的 . 

证 明 (1) 设 z€EX,U 是 x 的 开 邻 域 .要 证 明 存 在 x 的 开 邻 
域 V, 使 得 VCU. 
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取 z 的 紧 致 邻 域 已 ,因为 环 是 紧 致 Hausdorft 空间 ,所 以 满足 
了 T; 公理 .在 中 ,FNU 是 z 的 开 邻 域 ,因此 有 下 中 开 和 集 W,xE 
WW, 并 且 开 :CFNUCU, 又 因为 是 X 的 闭 集 ( 见 命题 2.17 的 


推论 ), 所 以 现下 ( 见 第 一 章 $1 习 题 12 中 (1)). 记 V= 庆 站 
WW, 它 是 XX 的 开 集 , 且 xzEV,VCWCU.V 即 为 所 求 . 

(2) 设 TEX,U 是 xz 的 开 邻 域 .要 证 明 存在 x 的 紧 致 邻 域 C 
CD. 

作 民 的 紧 致 邻 域 下, 则 FU 是 工 的 邻 域 . 因为 六 满足 TT 公 
理 , 所 以 有 zz 的 邻 域 V, 满 足 YCFNUCU. 令 C=, 它 是 紧 致 空 
间 五 的 闭 集 ,因此 紧 致 . C 即 为 所 求 . 

(3》 从 (2) 直 接 推出 。 上 

拓扑 空间 怀 的 覆盖 2 称 为 局 部 有 限 的 ,如 果 久 的 每 一 点 有 
邻 域 V, 它 只 同 2 中 有 限 个 成 员 相交 ， 

设 色 和 c 吃 ' 都 是 瑟 的 覆盖 ,如 果 的 每 个 成 员 都 包含 在 
G 的 某 个 成 员 中 , 则 称 ' 是 2 的 加 细 , 如 果 名 "还 是 开 覆 盖 , 则 
称 和 为 2 的 开 加 细 . 

定义 2.5 拓扑 空间 XX 称 为 仿 紧 的 ,如 果 X 的 每 个 开 覆 盖 都 
有 局 部 有 限 的 开 加 细 @. 

我 们 只 给 出 一 些 论断 ,不 予 证 明 . 

紧 致 空间 是 仿 紧 的 . 

仿 紧 的 Hausdorff 空间 满足 T, 公理 . 

局 部 紧 致 ,并 满足 Cs 公理 的 Hausdorff 空间 是 仿 紧 的 . 从 而 
FF" 是 仿 紧 的 - 

上 度量 空间 是 仿 紧 空间 . 


习 
1 证明 (R,rr) 的 任何 子 集 都 紧 致 ,证 明 (R,r ) 不 紧 致 . 


包 许多 文献 中 要 求 仿 紧 空 间 必 须 是 Hausdorff 空间 - 
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2.， 按 以 下 步 又 证 明 列 紧 度量 空间 紧 致 . 

(1)》 著 式 列 紧 , 则 每 个 可 数 开 赣 盖 有 有 限 子 覆 盖 ; 

(2) 车 X 满足 Cs 公理 , 则 硫 的 每 个 开 团 盖 有 可 数 千 覆 益 ; 

(3) 如 果 世 满足 Cs 公理 , 则 和 列 紧 一 一 XX 紧 致 ; 

(4) 列 紧 度量 空间 满足 C: 公理 ,从 而 紧 致 . 

3， 有 限 个 紧 致 子 集 之 并 集 紧 致 . 

4y 设 4 是 度量 空间 (X,d) 的 紧 致 子 集 , 则 

(1) 规定 A 的 直径 DC4) = sup{d(z,y)|z,y &€ 4} 证 明 存 
在 7,yE 434, 使 得 d(x,y) 一 D(A); 

(2) 若 zrE4, 则 存在 yE 4; 使 得 d(x ,3) 一 d(x,4); 

(3) 若 B 是 X 的 闭 集 ,A 站 B= 名 , 则 4d(4,8) 关 0 

5. 证 明 紧 致 空间 的 无 穷 子 集 必 有 聚 点 (Bolzano-Weierstrass 
性 质 ). 

6， 如果 了 的 每 个 紧 致 子 集 都 是 闭 集 , 则 X 的 每 个 序列 不 会 
有 两 个 或 两 个 以 上 的 极限 点 . 

7. 证 明 紧 臻 度量 空间 是 可 分 的 ,从 而 是 Cs 空间 . 

8， 如 果 XXY 紧 致 , 则 XX 与 了 都 紧 致 . 

9. XX 的 子 集 族 -er 称 为 有 核 的 ,如 果 -ez 中 任何 有 限 个 成 员 
之 交 非 空 , 证 明 :X 紧 致 < 一 >X 的 任何 有 核 闭 集 族 -ee 之 交 
M4z 8g. 


ME- 


10. 设 4A,8 分 别 是 天,Y 的 紧 致 子 集 ,WW 是 XXY 的 开 集 ,并 
且 4XBCW. 证明 4,B 分 别 有 开 邻 域 U,V ,使 得 UXVCW. 

11. 设 了 紧 致 ,证 明 投射 j: XXY>X 是 闭 映射 . 

12. 设 卫 是 Hausdorff 空间 , 则 XX 的 任意 多 个 紧 致 子 集 之 交 
集 也 紧 致 . 

13. 如 果 贸 满足 T 公理 ,4 是 X 的 紧 致 子 集 ,U 是 4 的 邻 - 
域 . 则 存在 4 的 邻 域 VY ,使 得 YCU. 

14, 设 X 满足 1 公理, 则 久 中 紧 致 子 集 的 闭 包 也 紧 致 . 
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15. 证 明度 下 空间 入 紧 致 的 充分 必要 条 件 是 和 上 任 一 连续 
函数 都 是 有 界 的 . 

16， 设 f: XY 是 闭 映射 ,并 且 YyEY,f "1(y) 是 X 的 紧 敏 
子 集 . 则 对 于 了 的 任 一 紧 致 子 集 B, 广 '(B) 也 紧 致 

17. 证 明 局 部 紧 致 空间 的 闭 子 集 也 是 局 部 紧 致 的 , 

18， 设 (X,r) 是 非 紧 致 拓扑 空间. 在 X 中 添加 一 个 新 元 素 2， 
所 得 集合 记 作 X ,. 规定 和. 的 子 集 族 

rT, 二 TU {X.} U(X,\MKIK 是 X 的 紧 致 子 集 }. 

(1) 验证 r. 是 和 .上 的 拓扑 

(2) X 是 (X, ,rt,) 的 称 密 子 集 ; 

(3》(X.,r,) 是 紧 致 的 ; ( 称 它 是 (XX ,7) 的 一 点 紧 致 化 ); 

(4) 如 果 (X,r) 是 局 部 紧 致 的 Hausdorft 空间 , 则 (XX、,r,) 是 
Hausdorff 空间 . 

19. 证 明达 的 一 点 紧 臻 化 同 胚 于 S”. 


84 连 通 人 性 


普通 的 几何 中 图 形 的 “连通 ”性 是 一 个 非常 直观 的 概念 , 它 几 
平 无 须 给 出 数学 定义 , 璧 如, 谁 都 知道 ,在 圆锥 曲线 中 ,椭圆 和 抛物 
线 是 连通 的 ,而 双 曲 线 是 不 连通 的 , 然而 ,对 于 复杂 一 些 的 图 形 , 单 
赁 直观 就 不 行 了 . 我 们 来 看 一 个 例子 . 

例 1 设 瑟 的 一 个 子 集 XX 是 由 和 4 和 8B 两 部 分 构成 的 
(图 2-6) ,其 中 


4 一 {( ran 半 | |-< ‘0,D), 


B= {0 一 1 科 y> 科 1. 
单 凭 直观 概念 ,很 难 判 断 X 是 不 是 连通 的 。 
对 图形 连通 性 的 认识 必须 深化 . 现在 ,我 们 要 把 连通 性 作为 拓 
扑 概念 给 出 严格 的 定义 . 直观 上 的 连通 ,可 以 有 两 种 合 义 :其 - 是 
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图形 不 能 分 割 成 互 不 “粘连 "的 两 部 
分 ;其 二 基 图 形 上 任 名 两 点 可 以 用 图 
形 上 的 线 连结 , 在 拓扑 学 中 ,这 两 种 
含义 分 别 抽象 成 “ 连 道 性 "和 “道路 和 连 
通 性 ?两 个 慨 念 . 它们 分 别 在 本 节 种 
下 一 节 中 讨论 . 这 是 两 个 不 同 的 概 
念 . 例如 对 十 上 面 给 出 的 空间 针 , 将 
看 到 它 连通 ,但 并 不 道路 连通 . 


4. 1 连通 性 的 定义 


从 拓扑 上 解释 “空间 半分 割 成 瑟 
不 粘连 的 两 部 分 4 和 B”, 就 是 说 
一 4UB,4 和 如 是 不 相交 的 非 空子 集 , 并 且 4 和 都 不 包含 对 方 
的 聚 点 ,也 就 是 说 4 和 B 是 不 相交 的 闭 集 (从 而 也 是 开 集 ). 于 是 
得 到 连通 的 定义 : 

定义 2.6 拓扑 空间 X 称 为 连通 的 ,如 果 它 不 能 分 解 为 两 个 
非 空 不 相交 开 集 的 并 . 

显然 ,连通 与 下 面 儿 种 说 法 是 等 价 的 : 

不 能 分 解 为 两 个 非 空 不 相交 闭 和 集 的 并 ;， 

和 没有 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 ; 

X 的 既 开 又 闭 的 子 集 只 及 与 包 、 

例如 ,(R,ty) 是 连通 的 ,因为 它 的 任意 两 个 非 空 开 集 一 定 相 
交 ;(R,r.) 也 是 连通 的 . 双 曲 线 不 连通 , 它 的 两 支 是 互 不 相交 的 非 
空 闭 集 . 然而 ,许多 直观 上 连通 的 空间 按照 上 面 的 定义 来 判断 并 不 
马上 能 得 出 结论 ,例如 El! 的 连通 性 和 抛物 线 , 椭 贺 的 连通 性 就 是 
如 此 . 我 们 常常 根据 连通 的 一 些 性 质 , 从 一 些 已 知 连 通 空 间 来 论证 
其 他 空间 的 连通 性 . E' 的 连通 性 是 我 们 的 出 发 点 ,下 面 先 来 证 明 


Ee. 


图 2-6 


设 4 是 吾 的 非 空 真 闭 集 , 要 证 4 不 是 开 集 . 不 妨 设 0E 4 ,但 
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‘J 
有 4 中 含 正 数 . 记 a 是 4 沾 正 数 的 下 确 弄 ,由 于 公国 ,46 4 时 0。 
-而 由 (0,a) 门 4= 儿 推出 “不 是 4 的 内 点 ,从 而 4 不 是 开 集 . 
就 论证 了 到 不 存在 非 空 的 既 开 又 闭 的 真子 集 , 按 定义 ,E' 是 连通 
的 . 


4.2 连通 空间 的 性 质 


命题 2. 21 连通 空间 在 连续 映射 下 的 像 也 是 连通 的 . 

证 明 设 X 连 通 ,/:X-*7 连续. 要 证 /(X) 也 连通 .不 妨 设 
(XD) 二 Y( 否 则 考虑 连续 映射 站: XX/(X)). 设 B 是 7 的 距 开 又 
闭 的 非 空子 集 , 则 广 !(B3) 是 X 的 距 开 又 闭 子 集 . 广 '(B) 是 非 空 的 
(因为 地 满 ) ,因此 从 X 的 连通 性 知道 F(B) 一 X ,从 而 B= 了 (也 
是 因为 / 满 ). 这 说 明 Y 的 既 开 又 闭 非 空子 集 只 有 了 , 按 定义 ,Y 连 
通 、 上 

例 2 5S! 是 连通 的 . 

这 是 因为 有 连续 映射 El>5', f(x) 二 ,YrEB. 
7(BD) 一 9 ,由 本 连通 ,用 命题 2. 21 推 得 $: 连通 . 

E! 上 的 子 集 4 称 为 区 间 ,如 果 当 aeE 4 时 (a<<b) 必 有 [a,5] 
C4; 也 就 是 说 4 是 凸 集 . 

例 3 设 4CE', 则 4 连通 <=>A4 是 区 间 ， 

证 明 一 一 . 车 4 不 是 区 间 , 则 可 取 到 实数 a,b,c 使 得 4 二 
c<b, 并 且 a,b6E4, 莘 cEA. 记 4=4n(-coc), 4 一 4 
(cy 十 0), 则 4 二 A1UA4:,41 门 41 二 YA 与 4 都 是 4 的 非 空 开 
集 ,因此 4 不 连通 , 

一 一 . 若 4 是 区 间 , 则 4 是 下 列 几 种 形式 之 一 : 
Ca,b) , [a,bl, Led), Cab], 
其 中 a,6 分 别 可 取 一 * 和 十 cowa<6, 对 于 [a,8] 可 人 允许 a=5, 此 时 
它 为 一 点 , (a,5) 实 BE', 因 此 连通 . 由 F(z) 一 |z| 给 出 连续 满 映射 
了 :E>[0, 十 吕 ), 因 此 [0, 十 吕 ) 连 通 , 从 而 [a,8) 实 (a,6] 侍 
[0, 十 0) 也 连通 .规定 g: 一 [a,b] 为 
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a XEa, 
g(x) -全 a 人 TEb, 
b, 防雪 工 . 

则 g 是 连续 满 映 射 ,因此 [a,5b] 连 通 ， 年 

推论 ”连通 空间 上 的 连续 函数 取 到 一 切中 同 值 ( 即 像 集 是 区 
间 )， 

证 明 设 和 连通 ,1 : X 一 连续 , 则 了 (X) 是 天 的 连通 子 
集 . 由 例 3, 它 是 区 问 、 下 

引 理 若 Xe 是 和 的 既 开 又 闭 的 子 集 ,4 是 入 的 连通 子 集 ， 
则 或 者 4mX。 二 名 ,或 者 ACX,. 

证 明 4NmX。 是 4 的 既 开 叉 闭 子 集 . 由 于 4 连通 , 则 或 者 A 
站 Xo 一 名 ,或 者 A 站 Xo 二 4, 即 ACX6. 

命题 2.22 若 交 有 一 个 连通 的 役 密 子 集 , 则 X 连通 ， 

证 明 设 4 是 艾 的 连通 稠密 子 集 ,X, 是 X 的 既 开 又 闭 子 
集 . 如 果 Xu 天 必 , 则 Xo 站 4 关 儿 (第 一 章 $1 习题 15), 由 引 理 ,4 
CXo. 于 是 怀 一 让 CC 和 ,一 Xo, 从 而 Xo 一 X. 这 样 ,和 的 既 开 又 闭 子 
集 只 有 必 和 X, 因 此 连通 、 1 

推论 若 4 是 X 的 连通 子 集 ,ACYCA, 则 Y 连通 . 

证 明 这 是 因为 在 Y 中 看 ,4 是 役 密 子 集 ， 上 

下 面 用 引 理 推出 判断 连通 的 一 个 常用 法 则 . 

命题 2. 23 如 果 和 有 一 个 连通 覆盖 (2 中 每 个 成 员 都 连 
通 ), 并 且 X 有 一 连通 子 集 4, 它 与 2 中 每 个 成 员 都 相交 , 则 和 
连通 . “ 

证 明 设 X。 是 XX 的 既 开 又 闭 子 集 ,要 证 明 X。= 忆 或 XX 

根据 引 理 ,4 门 Xo= 好 或 4CX 如 果 A 站 Xo 二 名 , 则 YU 
EE 人 UH, 因为 UN 们 4 关 乡 ,所 以 UEX6o. 由 引 理 ,UN 个 X= 多, 则 


X= (Wd) 介入 二 NX = 名 .如 果 A4CXo, 则 YU 


Li 


EU,UNXoUN4A#2. 由 引 理 ,UCX6, 则 X= 【JU CCX， 


UER 
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X=X. | 

本 节 开 头 的 例 1 中 规定 的 拓扑 空间 和 是 连通 的 , 因为 4 宇 
(0, 了 ) 是 连通 的 ,二 X. 用 命题 2. 22,X 连通 . 

例 4 E: 是 连通 的 . 记 B.={(x,y)|y€EE'},YrEE', 则 {B.| 
XE EB'} 是 EF? 的 连通 覆盖 . 记 A4={《z,0)|zEE'), 则 A 连通 ,AN 们 
天 好 ,YzE 瑟 .用 命题 2.23, 环 连通 . 

用 归纳 法 可 推出 EF 连通 . 

例 5 5S" 连通. 任 取 点 xE5, 则 S"\{x} 衬 E" 是 连通 的 ,显然 
它 是 5” 的 丢 密 子 集 . 用 命题 2. 22 得 出 5S" 连通 . 

定理 2.8 连通 性 是 可 乘 的 . 

证 明 设 X 和 YY 都 是 连通 空间 , 则 {XX{y}|yEY) 是 XY 
的 连通 覆盖 , 取 xz€E XX, 则 {x}XY 连通 , 且 与 每 个 XX{y} 都 相交 . 
根据 命题 2.23,XXY 连通 ， 上 


4.3 连通 分 支 


连通 分 支 是 研究 不 连通 空间 时 引出 的 一 个 概念 . 

定义 2.7 拓扑 空间 总 的 一 个 子 集 称 为 蕊 的 连通 分 支 ,如 果 
它 是 连通 的 ,并 且 不 是 六 的 其 他 连通 子 集 的 真子 集 , 

当 4 是 和 的 连通 分 支 时 ,如 果 和 的 子 集 B 二 4, 并 且 B 关 4， 
则 B 不 连通 , 因此 可 以 说 连通 分 支 就 是 极 大 连通 子 集 . 

当头 连通 时 , 它 只 有 一 个 连通 分 支 , 就 是 X 自身 . 
下 面 的 命题 说 明 连 通 分 支 的 存在 性 . 
命题 2. 24 XX 的 每 个 非 空 连通 子 集 包含 在 唯一 的 一 个 连通 
分 支 中 . 

证 明 设 4 是 XX 的 一 个 非 空 连通 子 集 , 记 多 ==!1FCXIF 连 
通 ， PNAKG), Y 一 叫 F . 则 4CY( 因 为 4EF), 根 据 命题 


re 
2 23,Y 连通 - “如 果 连 通 子 集 BY, 则 8 站 4=A 关 乡 ,从 而 BE 
7 ,BCY. 这 说 明 Y 是 连通 分 支 . 
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如 果 Y' 也 是 包含 4 的 连通 分 支 , 则 Y'E .多 , 央 而 Y'CY. 由 
了 的 极 大 性 ,得 六 二 Y. 这 证 明了 唯 -性 ， 1 

X 中 任 一 点 x 作为 子 空间 是 连通 的 ,因此 z 包含 在 唯一 的 连 
通 分 支 中 . 换 句 话说 ,X 的 所 有 连通 分 支 构成 X 的 覆盖 ,并 且 它 们 
两 两 不 相交 . 

例 6 记 X 是 本 中 全 体 有 理 数 构成 的 子 空间 ,因为 中 多 
于 一 点 的 子 空间 都 不 连通 (不 是 区 间 ) ,所 以 X 中 的 每 个 连通 分 支 
都 是 单 点 集 、 

命题 2. 25 连通 分 支 是 闭 集 、 

证 明 设 4 是 X 的 一 个 连通 分 支 .根据 命题 2.22, 甩 也 是 连 
通 的 . 由 4 的 极 大 性 推出 A 一 4, 因 此 4 是 闭 集 ， 上 

例 6 说 明 连 通 分 支 不 必 是 开 集 、 


4. 4 局 部 连通 性 


定义 2.8 拓扑 空间 X 称 为 局 部 连通 的 ,如 果 YzEX,z 的 所 
有 连通 邻 域 构成 z 的 邻 域 基 . 
按 定 义 , 当 局 部 连通 时 ,如 果 U 是 点 z 的 邻 域 , 则 必 有 zz 的 
连通 邻 域 VCU. 

和 局 部 紧 致 的 概念 不 同 ,连通 空间 不 一 定 是 局 部 连通 的 、 

例 7 例 1 中 的 和 是 连通 的 ,但 X 不 是 局 部 连通 的 . 取 原 点 
0=(0,0). 记 U={(z,y)EXIy 关 一 1}, 则 U 中 不 包含 口 的 任何 
连通 邻 域 ，( 由 本 节 习 题 19, U 的 含 '0 的 连通 分 支 是 B\{C0， 
一 1)}, 它 不 是 0 的 邻 域 . 因此 U 中 含 O 的 连通 子 集 都 不 是 O 的 
邻 域 . 

命题 2.26 局 部 连通 空间 的 连通 分 支 是 开 集 ， 

证 明 设立 局 部 连通 ,4 是 X 的 一 个 连通 分 支 .YzE4, 因 
为 z 有 一 个 连通 邻 域 , 它 也 必 包 含 在 4 中 ,所 以 z 是 4 的 内 点 . 因 
此 4 是 开 集 ， 上 
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习 是 


1， 证 明 平 凡 拓 扑 空间 连通 ;包含 两 个 以 上 点 的 离散 拓扑 空间 
不 连通 ， 

2 在 实数 集 丸 上 规定 拓扑 

n= {~ om) Eat mm}, 
m= {Lala <o. 

证 明 (R,r) 连 通 ,(R,rs)? 不 连通 - 

3， 证 明 PD" 连通 ， 

4.、 设 六,X, 都 是 连通 空间 X 的 开 子 集 , X, UX 一 XX,X 站 
Xs 非 空 ,并 且 连 通 . 证 明 X,,X。 都 连通 . 

5 设 和 是 满足 Ti ,7, 公理 的 连通 空间 ,并 且 XX 中 至少 有 两 
个 点 .证 明生 是 不 可 数 的 . 

6、 证 明 局 部 连通 空间 的 开 子 集 也 局 部 连通 . 

7 证明 ;X 不 连通 < 存在 定义 在 X 上 的 连续 函数 三: 忆 
一 可 ,使 得 7CX) 是 两 个 点 ， 

8. 贸 是 FF 的 子 集 ,X= 和 (zr,y)1z,y 不 全 为 无 理 数 } ,证 明 关 
连通 . 

9， 设 和 是 紧 致 Hausdorff 空间 ,多 是 X 的 一 族 连 通 闭 子 
集 ,满足 ;7 中 任何 有 限 个 成 员 之 交 是 非 空 连通 集 . 证 明 Nr 是 
非 空 的 连通 集 . 


10. 证 明 例 7 中 所 定义 的 口 的 包含 (0,0) 点 的 连通 分 支 是 
B\{C0,—D)}. 


$5 道路 连通 性 


道路 连通 是 在 直观 连通 概念 基础 上 演化 来 的 另 一 个 拓扑 性 
质 . 对 于 它 ,道路 ?是 关键 概念 . 
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5.1 道路 


道路 概念 是 “基线 ”这 种 直观 概念 的 抽象 化 . 曲线 可 看 作 点 运 
动 的 轨迹 . 如 果 把 运动 的 起 , 终 时 刻 记 作 0 和 1, 那 么 运动 就 是 闭 
区 间 [0,3] 到 空间 的 -个 连续 映射 ,曲线 就 是 这 个 映射 的 像 集 . 拓 
扑 学 中 把 这 个 连续 映射 称 作 道路 , 它 比 像 集 包含 更 丰富 的 含义 . 

定义 2.9 设 X 是 拓扑 空间 ,从 单位 闭 区 间 了 =fo,1] 到 球 的 
一 个 连续 瑞 射 < :7T-~X 称 为 XX 上 的 一 条 道路 . 把 点 a(0) 和 =(1) 
分 别称 为 “的 起 点 和 终点 ,统称 端点 ， 

道路 是 指 映射 本 身 , 而 不 是 它 ay 
的 像 集 . 事实 上 可 能 有 许多 不 同道 
路 ,它们 的 像 集 完全 相同 . 在 作 图 
时 ,很 难 把 映射 表示 出 来 ;只 能 以 663 
它 的 像 集 代表 它 ,并 且 画 一 箭头 表 图 27 
示 点 运动 的 方向 (图 2-7). 

如 果 道 路 a: ->X 是 党 值 映射 , 即 <(7) 是 一 点 ,就 称 为 点 道 
路 . 点 道路 完全 被 像 点 x 决定 , 本 书 中 把 它 记 作 ex- 

起 点 与 终点 重合 的 道路 称 为 闭路 , 例如 点 道路 是 闭路 - 

道路 有 两 种 运算 :着 和 乘积. . 

定义 2.10 一 条 道路 a : TX 的 逆 也 是 XX 上 的 道路 , 记 作 
豆 , 规 定 为 80 二 a(1 一 直 ,YtET( 图 2. 8(a)). 


a(1D) 一 5 


uC0) 一 wb(CO) 


{a) 人 b) 
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和 上 的 两 条 道路 a 与 如果 满 足 a(1)=A0)， 则 可 规定 它们 
的 切 积 ob, 它 也 是 X 上 的 道路 ,规定 为 
6 = a(22), 0 雪上 委 1/2， 
bl2—D), i/2&tSl. 
{因为 43)=6(0), 当 t= 172 时 ,a(28) 一 a(01) 一 60) 一 和 2 一 1). 
所 以 ab 是 矿 定 的 ,并 且 由 粘 接 引 理 知 道 , 它 是 连续 的 .》 
(图 28, Cb)). 
下 面 列 出 关于 北 和 乘积 的 几 个 性 质 , 它 们 是 容易 验证 的 . 
(1) gz 一 er3 
(2) (2 一 as 
(3) 当 a5 有 意义 时 .后 有 意义 , 且 现 一 0 、 
道路 概念 不 仅 在 定义 道路 连通 时 有 用 , 它 也 是 代数 拓扑 学 中 
一 个 重要 的 基本 概念 ,是 建立 基本 群 的 基础 . 


5. 2 道路 连通 空间 


定义 2.11 拓 扩 空间 叉 称 为 道路 连通 的 ,如 果 Yz,yE 叉 , 存 
在 关中 分 别 以 < 和 y 为 起 点 和 终点 的 道路 . 

例 1 玖 "是 道路 连通 的 ,一 般 地 若 4 是 Fr 中 的 凸 集 ( 即 4 满 
足 : 对 4 中 任意 两 点 rz,y, 线 豚 zyC4), 则 4 是 道路 连通 的 . Yzyy 
€ 4, 可 作 道 路 a 为 alt)=(1 一 1)z 十 ty,YtETa 分 别 以 x,y 为 起 
点 和 终点 . 

作为 运动 ,上 述 道路 是 从 xz 匀速 地 走向 y. 以 后 对 于 Er” 中 的 
有 方向 的 直线 段 .折线 眉 以 及 圆 弛 都 自然 地 看 作 这 种 匀速 道路 . 如 
道路 ABCD ,是 表示 像 点 匀速 地 从 4 出 发 沿 折 线段 48CD 走 到 也 
的 道路 . 

例 2 $4 开 头 的 例 1 中 的 X 不 是 道路 连通 的 , 下面 我 们 证 
明 : 如 果 关 上 的 道路 4 的 起 点 a(0)EB, 则 adD)CB. 认 而 上 中 的 
点 不 能 与 4 中 点 用 道路 连结 . 

记 J=a 1*(B), 它 是 7 的 非 空闲 集 ,只 须 再 证 J 是 开 集 ,就 可 

68 


从 了 的 连通 性 推出 /= 了 ,从 而 a (7 了) 
CCB. 设 1E1, 则 a(1) €B, 不 妨 设 
ai 一 (0,y),y 天 一 1 这 时 ,84 例 7 
中 所 定义 的 品 就 是 a(2) 的 开 邻 域 (图 
2-9), 由 a 的 连续 性 ,存在 上 的 邻 域 
W, 使 得 a(WD)CU. 不 妨 可 设 W 连通 
《因为 了 是 局 部 连通 的 ), 于 是 aCW) 
连通 ,从 而 a(W} 包 含 于 UU 的 含 a(?)》 
的 连通 分 支 BM{C0, 一 1)}) 中 . 这样 WW 
CJ 是 的 内 点 ,J 是 开 集 . 

8 4 中 已 经 说 明 钨 是 连通 的 .这 
个 例子 说 明道 路 连通 与 连通 是 两 个 
不 同 的 概念 . 下 面 的 命题 说 明 它 们 的 名 29 
联系 . 

命题 2. 27 道路 连通 空间 一 定 连 通 . 

证 明 设 和 道路 连通 . Yzo,z, EX, 则 及 中 道路 4, 使 
得 a 人 ==zivi 一 0,1. 于 是 zxo,xl 在 X 的 同一 连通 子 集 a(7) 中 ， 
从 而 它们 属于 同 -连通 分 支 . 这 样 又 只 有 一 个 连通 分 支 , 即 六 连 
通 ， 上 

道路 连通 空间 也 具有 连通 空间 的 某 些 性 质 , 如 

命题 2.28 道路 连通 空间 的 连续 映像 是 道路 连通 的 . 

证 明 设 多 道 咯 连 通 ,f : XY 连续 .VY yo,yEf(X), 取 福 
EA'(y) ,i 一 0,1. 由 于 X 道路 连通 ,有 道路 4, 使 得 a( 让 一 zi,i 二 
0,1. 于 是 f°。a 是 f(X) 中 的 道路 , 且 f。a() 二 yi 二 0,1. 这 就 证 
明了 f(X) 是 道路 连通 的 .。 1 

道路 连通 性 也 是 可 乘 的 (本 节 习 题 3). 此 外 ,对 于 道路 连通 性 
也 有 相当 于 命题 2. 23 的 结果 (容易 从 下 面 对 道 路 连通 分 支 的 讨论 
中 推 得 ). 但 命题 2, 22 对 道路 连通 不 成 立 . 例 2 中 的 4 兰 (0,1) ,是 
道路 连通 的 ,但 久 = 不 道路 连通 . 
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5.3 道路 连通 分 支 


在 拓扑 空间 筷 中 ,规定 它 的 点 之 间 的 一 个 关系 一 : 若 点 了 与 
2 可 用 和 上 的 道路 连结 , 则 说 z 与? 相关, 记 作 z~y 这 是 一 个 等 
价 关系 ;e, 连结 x 与 自己 ,有 自 反 性 ; 当 4 连 结 z 与 y 时 ,# 连结 y 
与 xz, 有 对 称 性 ;如 果 z~y,y~z, 设 a 从 zz 到 y,58 从 y 到 zz, 则 a 
与 5 可 缚 ,并 且 a5 从 xz 到 z, 得 到 传递 性 . 

定义 2.12 拓扑 空间 在 等 价 关系 一 下 分 成 的 等 价 类 称 为 入 
的 道路 连通 分 支 ,简称 道路 分 支 . 

按照 定义 ,YzEX 属于 XX 的 唯一 道路 分 支 ;X 的 每 个 道路 连 
通 的 子 集 包 含 在 菜 个 道路 分 支 中 ;X 道路 连通 的 充分 必要 条 件 是 
它 只 有 一 个 道路 分 支 . 

命题 2. 29 ”拓扑 空间 的 道路 分 支 是 它 的 极 大 道路 连通 子 集 . 

证 明 设 4 是 XX 的 道路 分 支 . 先 证 4 道路 连通 , 即 Y zo,x,€ 
所, 要 构造 4 上 连结 zeyz 的 道路 . 由 道路 分 支 的 定义 ,存在 X 上 
道路 a, 使 得 a(2) 一 zi,i 一 0,1. 由 于 al 了) 道路 连通 (命题 2.28), 它 
必 会 于 一 道路 分 支 . 又 因为 a 了) 与 和 4 有 交点 ,所 以 a7)CA. 于 是 
& 可 看 作 4 上 连结 royzi 的 道路 . 

再 证 极 大 性 . 设 4CB,B 道路 连通 , 则 B 所 在 的 道路 分 支 就 
是 4, 即 4=8B. 这 证 明了 4 的 极 大 性 .上 

从 命题 立即 可 推出 ,Xx 的 每 个 道路 分 支 都 连通 ,因此 必 包 含 
在 某 个 连通 分 支 中 , 于 是 ,X 的 每 个 连通 分 支 是 一 些 道路 分 支 的 
并 集 . 


5.4 局 部 道路 连通 


类 似 于 局 部 连通 的 定义 ,有 局 部 道路 连通 的 概念 . 
定义 2.13 拓扑 空间 X 称 为 局 部 道路 连通 的 ,如 果 YxEX， 
工 的 道路 连通 邻 域 构成 + 的 邻 域 基 , 
道路 连通 空间 也 不 一 定 是 局 部 道路 连通 的 - 
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例 3 记 久 是 到 的 “第 形 子 集 ” 
一 {(z,y)|x 是 有 理 数 , 或 y 一 0)、 

显然 字 道 路 连通 ,但 不 是 局 部 道路 连通 的 (请 读者 自己 验证 ). 

引 理 ”如 果 拓 扑 空间 X 的 每 一 点 x 有 邻 域 U, 使 得 z 与 U， 
中 每 一 点 都 可 用 X 上 道路 连结 , 则 

《1) 天 的 道路 分 支 都 是 既 开 又 闭 的 ; 

(2) X 的 连通 分 支 就 是 道路 分 支 . 

证 明 (1) 下 理 的 条 件 就 是 Yx€E 久 有 邻 域 U,, 它 与 x 属 同 
一 道路 分 支 ,这 样 + 是 它 所 在 道路 分 支 的 内 点 ,因此 每 个 道路 分 
支 是 开 集 . 道路 分 支 4 的 余 集 4' 是 其 他 道路 分 支 的 并 集 ,因此 是 
开 集 .于 是 4 又 是 闭 的 . 

(2) 设 4 是 道路 分 支 ,B 是 包含 4 的 连通 分 支 . 则 4 是 吾 的 
既 开 又 闭 的 非 空 子 集 , 从 而 A=B. 上 

局 部 道路 连通 空间 满足 引 理 的 条 件 , 因 此 有 

定理 2.9 局 部 道路 连通 空间 XX 的 道路 分 支 就 是 连通 分 支 ， 
它们 是 既 开 又 闭 的 ; 当 X 连通 时 , 它 一 定 道路 连通 上 


习 题 

证 明 S" 道路 连通 (a 关 1). 
设 4C 焉 ,4 是 可 数 集 ,证 明 4 道路 连通 . 
证 明道 路 连通 性 是 可 乘 的 . 
， 设 入 ,ZXs 都 是 X 的 开 集 , 且 XUXs 一 X.a 是 x 上 的 道 
路 , 它 的 两 个 端点 分 别 在 XXXs 中 .证明 a1(X, 间 X:) 非 室 . 

5， 如果 和 和 X; 者 是 X 的 开 集 ,XX 二 XUX, 并 且 久 与 XX 
站 总 都 道路 连通 , 则 X, 与 X 都 道路 连通 . 

6 第 5 题 中 将 “X; 和 XX, 是 X 的 开 集 "这 条 件 改 为 “又 和 XX， 
是 X 的 闭 集 ” 证 明 结论 仍 成 立 . 


HD 
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8$6 拓扑 性 质 与 同 胚 


在 第 一 章 中 普 说 过 ,拓扑 性 质 能 用 来 状 断 拓扑 空间 的 不 同 胚 . 
现在 我 们 用 本 章 所 学 的 拓扑 性 质 检验 我 们 学 过 的 各 种 空间 、 

在 实数 集 只 上 ,我 们 已 建立 了 各 种 拓扑 , 除 离散 拓扑 和 平凡 
拓扑 外 ,还 有 欧 氏 拓扑 ,rrzx 以 及 

n= {~ 0) Eat ol, 
rs = {[a,b) la < Hb}, 

在 局 ,CR,r/);(R,t.),《R,t) 和 (Rsrty) 这 五 个 空间 中 ,只 有 (RT) 
不 满足 了 公理 ,只 有 (R,*,) 不 连通 ,只 有 (R,r/) 是 紧 致 的 ,因此 它 
们 都 不 同 胚 于 别 的 空间 . (R,7.) 不 是 Hausdorff 空间 ,区 别 子 E'， 
因此 五 个 空间 两 两 不 同 胚 . 

利用 紧 致 性 ,得 到 有 界 闭 区 闻 [a,b 不 同 胚 子 开 区 闻 和 
[0, 十 00) ;5! 不 同 胚 于 Et. 

利用 连通 性 和 反 证 法 可 得 到 [0, 十 0) 不 同 胚 子 至 ， 和 否则 ， 
设 /: [0,++co) 一 酝 是 同 胚 映射 ， 则 710, 十 ce) : 0, 十 co) 一 
五 (0) 也 是 同 胚 映射 ,但 (0, 二 0) 连通 ,E'\ C0) 不 连通 ,与 连通 
是 拓扑 性 质 矛 盾 . 


习 题 
1， 证明 瑟 每 所 (之 1) 不 同 胚 . 
2. 证 明了 与 $! 不 同 胚 . 
3， 若 /:S'>B' 连续 , 则 了 不 是 单 的 ,也 不 是 满 的 . 
4. 车: Si>E! 连续 , 则 存在 +:E ,使 得 广 :(Gt) 是 不 可 数 
集 ,并 且 在 /C3 ) 中 , 原 像 是 可 数 集 的 点 不 多 于 2 个 . 
5。 证明 5 守 S'， 
6， 证 明 两 条 相交 直线 的 并 集 与 一 条 直线 不 同 胚 ， 
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第 三 章 ” 商 空间 与 闭 曲 面 


本 章 中 ,我 们 要 讨论 一 类 特殊 的 拓扑 空间 : 闭 曲面 , 它 是 拓扑 
学 (特别 是 代数 拓扑 学 和 低 维 拓 提 学 ) 中 最 重要 的 研究 对 象 之 一 ， 
也 常 在 许多 别 的 数学 分 支 中 出 现 . 我 们 将 讨论 闭 曲 面 的 拓扑 分 类 
问题 . 

商 空间 概念 给 出 了 - -种 从 已 有 拓扑 空间 构造 新 空间 的 方法 . 
这 种 方法 在 代数 拓扑 学 中 是 很 有 用 的 . 它 也 将 是 本 章 研 究 闭 曲面 
时 所 用 的 主要 方法 . 


$1 几 个 常见 曲面 


在 曲面 中 ,除了 平面 E* 和 球面 5* 外 ,最 常见 的 是 平 环 、 
Mebius 带 、 环 面 .Klein 撼 和 射影 平面. 它们 都 可 以 用 矩形 面 块 经 
过 粘 合 而 得 到 ， 


1.1 平 环 和 Mabius 带 
把 抢 形 面 块 弯曲 并 将 两 侧 边 粘 接 ,得 到 一 截 圆柱 面 (图 3-1)、 


: : a £7 
三 性 图 (0O) 


图 3-1 
它 向 胚 于 平面 上 由 两 个 向 心 圆 所 夹 的 环 带 ,因此 拓扑 上 称 它 为 平 
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环 . 确切 地 说 , 平 环 是 一 个 拓扑 等 价 类 中 诸 空 间 的 统称 ,不 论 这 个 
空间 确实 是 一 环 带 ,还 是 圆柱 面 或 其 他 形状 ,也 不 管 它 的 大 小 ,只 
要 属于 该 拓扑 等 价 类 ,都 称 作 平 环 . 

制造 平 环 时 ,只 要 将 矩形 弯曲 而 不 要 拧 转 ,因此 甜 形 两 侧 边 上 
局 高 度 的 点 相 粘 合 . 图 3-1 中 ,矩形 两 侧 标 相同 文字 的 点 表示 要 粘 
合 在 一 起 的 . 如 果 先 将 矩形 拧 转 180" ,再 将 两 侧 边 粘 接 ( 如 图 3-2 
所 示 ), 所 得 空间 就 是 著名 的 Mebius 带 . 
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图 3-2 

从 直观 上 看 ,M6bius 带 与 平 环 有 许多 不 同 之 处 , 首先, 平 环 的 
边界 是 两 条 封闭 曲线 ,它们 分 别 由 原 矩 形 的 上 下 过 将 两 端点 粘 合 
而 得 到 ;而 制造 Mobius 带 时 , 原 和 矩形 上 边 的 两 端 与 下 边 两 端 粘 
合 , 连 成 一 条 曲线 ,因此 M6bius 带 的 边界 是 一 条 封闭 曲线 . 其 次 ， 
平 环 是 双 侧 的 ,M6bius 带 是 单 侧 的 . 当然 , 局面 地 看 ,M6bius 带 上 
每 一 点 附近 的 面 块 有 两 个 侧 向 ,但 从 整体 上 看 ,这 两 侧 是 连 成 一 片 
的 ,从 某 一 点 的 一 侧 在 带 上 移动 可 以 到 达 该 点 的 另 一 侧 , 中 间 不 用 
翻越 边界 . 在 平 环 上 这 是 做 不 到 的 . 还 有 , 洛 平 环 的 中 线 割 开 可 将 
平 环 分 割 成 两 个 平 环 ,而 沿 Mabius 带 的 中 线 割 开 得 到 的 还 是 连 
通 的 一 条 带子 (请 读者 说 明 这 是 一 个 平 环 ), 以 上 的 差别 ,从 直观 上 
说 明了 平 环 与 Mbbius 带 不 同 胚 . 以 后 会 严格 证 明 它 们 是 不 同 胚 
的 . 
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1.2 环 面 和 Klein 瓶 


环 面 和 Klein 瓶 都 可 以 用 一 截 圆柱 面 ( 平 环 ) 将 两 个 截 口 互 相 
粘 接 而 得 到 . 


如 果 每 一 直 母 线段 的 两 端 粘 合 , 所 得 到 的 是 环 面 (图 3-3) ,两 
个 截 口 是 以 相同 的 方向 相 烙 接 的 . 如 果 让 两 个 截 口 方向 相反 地 烙 


要 
人 -> 
( 
人 


图 3-4 
接 , 则 得 到 Klein 瓶 (图 3-4). 要 实现 这 样 的 粘 接 ,必须 将 圆柱 而 弯 
曲 后 ,把 一 端 穿 过 管 壁 进入 管内 与 另 一 端 相 搂 . 在 3 维 空间 中 这 是 
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做 不 到 的 ,因为 在 进入 管内 之 处 必然 要 相交 . 但 在 4 维 空间 中 可 以 
实现 (让 相交 点 的 第 四 个 坐标 不 同 , 从 而 把 它们 分 开 )》. 

Kiein 瓶 也 是 单 侧 的 (图 3-4) ,以 后 要 证 明 它 与 环 面 不 同 凸 . 

环 面 是 一 种 常见 曲面 . 
各 种 轮胎 的 表面 是 环 面 ; 贺 
周 绕 着 与 它 共 面 但 相 离 的 轴 
线 旋转 得 到 环 面 (图 3-5》, 称 
此 画 周 上 的 点 旋 出 的 圆 为 续 
加 .以 轴线 为 界 的 半 平 面 与 
环 面 的 交 线 称 为 经 圈 ;S X 
5S! 是 环 面 (8 2 习题 6). -- 般 
地 记 7" 二 S!X…X51, 称 为 n 
维 环 面 . 这 里 讨论 的 是 2 维 
环 面 T. 

和 平 环 一 样 , 环 面 和 其 他 曲面 都 是 一 个 拓扑 等 价 类 中 空间 的 


1.3 射影 平面 


射影 平面 记 作 已 , 它 是 射影 几何 学 中 的 概念 . 拓扑 学 中 ,有 几 
种 描述 它 的 方法 ,其 中 之 一 是 把 圆 盘 
DD《 它 同 胚 于 矩形 面 块 ) 的 边界 S' 上 
每 一 对 对 径 点 (同一 直径 的 两 个 端 
点 ? 粘 合 ,得 到 射影 平面 (图 3-6). 这 
种 粘 接 直观 上 就 不 好 理解 了 ,在 3 维 
欧 氏 空间 中 是 做 不 到 的 ,在 4 维 空间 
中 能 实现 ,但 也 不 好 想象 我们 将 在 

图 3-6 后 面 说 清楚 它 、 
用 “ 粘 合 "方法 制造 新 拓扑 空间 是 拓扑 学 中 常用 的 一 种 方法 . 
还 有 许多 更 复杂 的 “ 粘 合 ”, 任 直观 是 不 好 接受 的 . 例如 ,把 圆 盘 D? 
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图 37 

与 了 的 乘积 空间 D* XI 的 一 端 ( 子 集 DX {1)) 捍 为 一 点 ,得 到 的 
空间 的 直观 形象 是 一 个 圆锥 体 ( 图 3-7). 如 果 用 一 般 拓 扑 空间 
代替 刀 ? ,得 到 的 空间 是 什么 ?又 如 把 环 面 上 的 一 个 经 图 和 一 个 纬 
欧 捏 在 一 起 成 一 个 点 ,又 会 得 到 什么 空间 ?这 些 向 题 都 不 能 靠 直观 
来 回答 . 
从 拓扑 学 的 观点 来 说 ,需要 有 一 种 描述 粘 合 所 得 到 的 新 空间 
(不 论 它 在 直观 上 能 否 接受 ?的 拓扑 的 方法 . 这 就 是 下 一 节 要 解决 
的 问题 . 


习 题 
1. 如果 把 短 形 带 先 扭转 360", 然 后 把 两 侧 边 粘 接 ,得 什么 空 
间 ( 图 3-8》 


图 3-8 


2 证明 : 沿 Mabius 带 的 中 腰 线 割 开 , 所 得 空间 是 平 环 . 
3， 如 果 先 将 圆柱 面 拧 180"， 再 弯曲 粘 接 两 截 口 ， 得 什么 空 
间 ? (图 3-9) 


§ 2 商 空间 与 商 映射 


2.1 商 空 间 


设 拓 提 空 间 XX 上 作 某 种 粘 合 得 到 新 空间 . 如 果 把 要 粘 在 一 起 
的 点 称 为 互相 等 价 的 点 ,和 上 就 有 了 一 个 等 价 关系 , 每 个 等 价 类 
被 粘 合 为 新 空间 上 的 一 个 点 .因此 新 空间 的 集合 就 是 等 价 类 的 集 
合 . 一 般 地 ,一 个 集合 和 上 如 果 有 等 价 关系 一 ,相应 的 等 价 类 的 集 
合 记 作 和 /~ , 称 为 和 关于 一 的 商 集 .把 和 上 的 点 对 应 到 它 所 在 等 
价 类 ,得 到 映射 p : XXX/ 一 , 称 为 粘 合 映射 . 设 和 已 有 了 拓扑 ， 
现在 我 们 来 规定 叉 /~ 上 的 一 个 拓扑 . 

定义 3.1 设 (X,z) 是 拓扑 空间 ,一 是 集合 X 上 的 一 个 等 价 
关系 ,规定 商 集 和 /~ 上 的 子 集 族 

TCX/~ Ip UV Es}, 
则 ?是 /~ 上 的 一 个 拓扑 (请 读者 自己 验证 ) , 称 为 z 在 ~ 下 的 商 
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拓扑 , 称 (X/ 一 ,z) 是 (X,r) 关 于 一 的 商 空间 . 

以 后 ,我 们 在 不 致 产生 误解 的 情况 下 ,把 (X/~ ,z) 简 单 记 作 
又/ 一. 
楼 照 定义 ,X/ 一 的 开 集 也 就 是 在 户 之 下 原 像 是 X 中 开 集 的 
那些 子 集 . 显然 p : X->X/ 一 是 连续 的 ;并 且 ,如 果 集 合 X/ 一 上 另 
有 拓扑 小 使 得 p 连续 ,网 tCC7. 因 此 7 是 处/~ 上 使 得 粘 合 映射 p 
连续 的 最 大 的 拓扑 . 

定理 3.1 设 叉 ,Y 是 两 个 拓扑 空间 ,~ 是 X 上 的 一 个 等 价 关 
系 ,g :X/~ 了 是 一 映射 , 则 8 连续 < 一 >g。p 连续 ， 

证 明 一 一， 由 于 p 过 续 , 当 g 
连续 时 ,复合 映射 a。p 也 连续 ( 见 右 图 
所 示 的 交换 图 表 ). ， gp 

一 一 ， 须 要 对 Y 的 任 一 开 集 V , 验 
证 g-1(V) 是 X/~ 的 开 集 . 这 是 因为 
Pp ilg 1(V))= Cg。p) 1(V) 是 X 的 开 
集 (根据 g&。 户 连续 ) , 按 商 拓 提 的 定义 ,s-'(V ) 确 是 开 集 、 上 

现在 用 商 空间 的 观点 来 看 $1 中 的 “ 粘 合 " 方 法 . 以 环 芝 大 :为 
例 . 记 X 是 用 来 粘 制 7* 的 圆柱 商 . 粘 侣 过程 规定 了 从 X 到 了 ?的 
连续 映射 A 记 一 是 粘 合 决定 的 等 价 关系 ;5 : X/~ 一 T? 是 相应 的 
一 一 对 应 关系 ,于 是 /二 g。p. 因为 连续 ,所 以 g 连续 (定理 
3.1). 由 于 X 紧 致 和 户 连续 ,X/ 一 是 紧 致 的 ,而 王 是 Hausdorff 
根据 定理 2. 6, 连 续 的 一 一 对 应 g 是 同 胚 , 这 就 是 说 ,在 拓扑 
意义 上 看 ,7? 就 是 商 空间 和 /~. 这样 ,我 们 就 可 以 完全 摆脱 直观 ， 
直接 用 商 空间 概念 来 理解 8 1 中 所 说 的 粘 合 方法 了 . 像 射影 平面 
那样 不 好 理解 的 粘 合 制作 法 也 就 有 了 明确 的 意义 . 反 过 来 粘 合 法 
就 是 商 空间 这 个 抽象 概念 的 直观 背景. 

下 面 用 商 空 间 慨 念 规定 一 种 常用 的 空间 . 

设 4 是 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 (通常 是 闭 子 集 ), 把 4 捍 为 
一 点 (也 就 是 将 4 看 作 一 个 等 价 类 , 别 的 点 各 自 成 一 等 价 类 ) ,得 
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到 的 商 空间 记 作 和 /4. 
对 任 一 拓扑 空间 和 , 记 CX :二 站 XI/XX{1), 称 为 XX 上 的 拓 
扑 锥 . 
如 果 XC, 取 <E NB" ,规定 吾 : :的 子 集 
aX ={ta + (1 — Drlt ET,r EX)}, 
称 为 入 上 以 a 为 顶点 的 几何 锥 . 
如 果 呈 是 天 的 紧 致 子 集 , 则 aX 宇 CX. (习题 10). 


2. 2 商 映 射 


商 映射 和 商 空间 是 密切 相关 的 概念 . 可 以 说 它们 是 从 不 同 的 
角度 看 同一 事物 . 商 映 射 是 从 映射 的 角度 观察 ,更 有 利于 加 深 认 
识 . 

定义 3.2 设 X 和 了 是 拓扑 空间 ,映射 /: 和 -> 了 称 为 商 映 
射 ,如 果 

(1) 了 连续 ; 

(2) 了 是 满 的 ; 

(3) 设 B8CY, 如 果 广 1(B) 是 叉 的 开 集 , 则 B 是 7 的 开 集 . 

注意 到 / (8) 一 ( 广 (B)) ,于 是 , 广 '(8) 是 X 的 开 集 
过 让"(B8) 是 X 的 闭 集 .由 此 容易 推出 (3) 等 价 于 ; 设 FCY， 
如 果 f'(F) 是 多 的 闭 集 , 则 下 是 了 的 闭 集 . 

《1 与 (3) 合 在 一 起 也 就 是 ,B 是 了 的 开 集 < 寺 >f'(B) 是 XX 
的 开 集 . 当 /~ 是 天 的 一 个 商 空 间 时 , 粘 合 映射 p : XXX/ 一 满 
足 此 条件 ,并 且 是 满 映射 ,因此 是 商 映射 . 

分 析 定 理 3.1 的 证 明 , 用 到 的 正好 就 是 p 是 商 映射 这 个 性 质 . 
因此 定理 3.1 可 以 改写 为 

定理 3. la 若 /: 久 一 X' 是 商 映 射 ,g : 和 一 了 是 一 映射 . 则 
8 连续 <>g。f 连续 .1 

任 给 映射 上: X -> 了 ,规定 中 等 价 关系 如 下 :Yxsz' ERX， 
车 fz) 二 f(x ), 则 说 +z 与 z! 芝 等 价 , 记 作 z 工 zc'. 
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命题 3. 1 如 果 了 : X>Y 是 商 映 射 , 则 X/ 工 宕 Y. 

证 明 记 p:X>X/ 攻 是 粘 合 映射 .由 学 的 意义 显然 有 - 
对 应 g : X/ 了 了 ,使 得 g。p 二 了 ,等 价 地 gg '。f 二 $p. 分 别 用 定 
理 3.1 和 3. 1a, 得 到 g 和 g' 的 连续 性 , 因此 g 是 同 脖 ， 上 

命题 说 明 , 当 /: XY 是 商 映 射 时 ,Y 可 看 作 叉 的 -个 商 空 
闻 , 而 了 也 就 是 根 应 的 粘 合 映射 . 

命题 3. 2 连续 的 满 映 射 了: -~ 了 如 果 还 是 开瑞 射 或 闭 映 
射 , 则 它 是 商 映 射 . 

证 明 7 了 己 满 足 (17 和 (2). 当 了 是 开 上 映射 时 ,如 果 了 (23) 是 
X 的 开 集 , 则 B= 了 (1(B8))( 由 (2)) 是 Y 的 开 集 ,因此 (C3) 成 立 . 
当 是 闭 映 射 时 ,可 类 似 地 证 明 (3) 的 等 价 条 件 .。 上 

例如 , 情 积 空间 XXY 到 XX 的 投射 ;是 满 的 连续 开 了 映射, 从 
而 它 是 商 映 射 , (`- 般 来 说 它 不 是 闭 映 射 . ) 

下 面 是 一 个 实用 价值 很 大 的 判定 商 映 射 的 充分 条 件 . 

定理 3.2 如 果 XX 紧 致 ,Y 是 Hausdorff 空间 , 则 连续 满 映 射 
了 :区 >Y 一 定 是 商 上 映射 . 

证 明 设 4 是 X 的 闭 集 , 则 4 紧 致 ,从 而 /C4) 紧 敏 .由 于 7 
是 Hausdorff 空间 ,fC(4) 是 Y 的 闭 集 .于 是 了 是 闭 映 射 . 再 用 命题 
3.2,f 是 商 映 射 。 1 

从 定义 容易 看 出 ,单一 的 商 映 射 就 是 同 及. 于 是 定理 3. 2 就 是 
定理 2.6 的 推广 . 它们 的 证 明 方法 是 类 似 的 . 

命题 3. 3 商 映射 的 复合 也 是 商 映 射 . 

证 明 设 f:X>Y 和 g:Y->2Z 都 是 商 映 射 .g。f 显然 是 满 
的 连续 了 映射. 设 CCZ ,使 得 CE。 六 -CC) 是 开 集 . 由 f 是 商 映 射 和 
7 CgTICO) 一 (。 门 -!C), 得 出 g !(C) 是 开 集 ,再 从 g 是 商 映 
射 推出 C 是 开 集 , 因此 g。 了 满足 条 件 (3). 卫 


2.3 应 用 举例 


例 1 如 图 3. 10(a) 所 示 粘 接 邱 形 的 两 双 对 边 ,得 到 环 面 7 
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分 两 步 实 现 粘 合 . 先 粘 接 . 上 下 边 对 a, 成 一 圆柱 面 , 边 对 5 成 为 它 
的 两 个 截 口 , 再 粘 接 这 两 个 截 口 得 到 7T*. 两 次 粘 合 映射 的 复合 是 
从 矩形 到 了 * 的 商 映 射 , 它 恰 好 实现 所 要 求 的 粘 合 . 

类 似 地 ,图 3. 10Cb) 所 示 的 粘 合 把 矩形 变 为 Klein 瓶 . 

例 2 记 S! 为 DP? 的 边界 圆周 , 则 DPD*/S' 衬 S7. 也 就 是 说 把 Dz 
的 边界 捍 为 一 点 得 到 球面 $?. 

作 f: DS: 为 

flre”™)= {2 VT)eos0, 2 YA rising, 2r — 1)}, 

则 了 满 .连续 ,并 且 D? 紧 致 ,S: 是 Hausdorff 空间 ,从 而 了 是 商 喘 
射 .不 难看 出 , 蕊 就 是 实现 捏合 S' 为 一 点 的 等 价 关系 . 于 是 ,De:/S" 
=D’/45’. 

例 3 把 平 环 和 的 一 条 边界 上 的 对 径 点 都 粘 合 ,得 到 Mabius 


多 ‘TY RR 
mr Se 
Ye 2 -到 ee Mobius 从 
中 


图 3-11 
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带 . 
如 图 3-11 所 示 , 记 所 得 空间 为 了 ,相应 的 粘 合 英 射 为 妃 台 是 
两 个 矩形 1 和 1 沿 a 和 6 粘 接 所 得 商 空间 .于 是 了 是 1 和 1 烙 接 
4,6 和 < 三 对 边 所 得 商 空 间 . 如 果 先 沿 < 把 1 和 工 粘 接 为 一 个 矩 
形 ,再 粘 接 a6( 它 们 已 连接 起 来 ) 边 对 ,得 到 的 是 M5bius 带 , 它 也 
是 1 和 工 粘 接 边 对 a,b,c 所 得 的 商 空 间 . 因此 了 是 Mabius 带 . 
例 4 将 三 角形 两 边 “ 同 向 "地 粘 接 (图 3-12) 得 什么 空间 ? 


a 人 
a a x 
pA 六 
人 ， 
下 -请 8 意 全 ”Mob us 名 


图 3-12 

类 似 于 例 3, 先 将 三 角形 分 割 为 两 个 小 三 角形 , 沿 a 将 它们 粘 
接 为 一 个 矩形 ,再 把 分 割 线 6 粘 接 ,得 到 Mobius 带 . 因此 所 得 空 
间 为 Mabius 带 . 

下 面 讨论 射 影 平 面 . 按 射影 几何 中 的 定义 ,E’ 中 的 中 心 直 线 
把 就 是 射影 平面 . 设 把 的 中 心 为 原点 O. 规定 度量 PC 2) 一 和 与 
.的 夹 角 . 于 是 射影 平面 成 为 度量 空间 , 记 作 P?. 

我 们 来 说 明 P? 的 其 他 几 种 形式 (包括 $ 1 中 给 出 的 形式 ). 

设 57 为 单位 球面 . 作 映 射 : SP 为 :YrE5,f《x) 是 由 
Zz 与 原点 口 决定 的 直线 , 则 f 是 商 映 射 . 二 就 是 把 5S* 上 的 每 对 对 
径 点 看 成 一 个 等 价 类 . 因此 S* 上 粘 合 每 一 对 对 径 点 ,所 得 商 空 间 
就 是 P?. 

作 g :D5: 为 gCz9)= (zy,VI-z 一 y) , 则 六 8 
D: 一 P? 也 是 商 映 射 ,因此 PD: 上 粘 合 5' 的 各 对 对 径 点 得 到 P* 
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图 3-13 

因为 矩形 同 胚 十 D7, 因此 如 图 3-14 那 

站 样 粘 接 失 形 两 双 对 边 也 得 到 PP?. 
例 5 沿边 界 ,将 M5bius 带 与 D: 粘 

a 合 在 一 起 , 商 空间 就 是 书 . 

例 3 说 明 M6bius 带 是 平 环 粘 合 外 边 
界 上 对 径 点 所 得 商 空间 . 因此 X 是 平 环 的 
加 外 边界 粘 合 对 径 点 ,内 边界 粘 接 一 圆 盘 所 
图 314 得 空间 (图 3-15). 如 先 粘 接 贺 盘 , 则 可 看 出 
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“2. 4 关于 商 映射 的 一 个 定理 


设 / :XX>Y,(i 二 1.2) 是 映射 ,规定 映射 
fxX fs: XX XY XY, 
为 CX fa CrisTa) 二 (f(z0) ,f(x2)). 显然, 当 帮 和 J 都 满 时 
fxfi 也 满 , 当 六 和 /部 连续 时 三 XJ 也 连续 .如 果 玫 和 J 部 
是 商 映射 时 ,1X /i 是 否 也 是 商 映射 ? 一 般 地 ,这 是 不 成 立 的 . 只 
有 在 一 定 的 条 件 下 才 成 立 . 

定理 3.3 设 /:X>Y 是 商 映 射 ,Z 是 局 部 紧 致 的 Haus- 

dorff 空间 ,id : ZZ 表示 恒 同 映射 , 则 
也 X 这 :XXZX2Z 
也 是 商 上 映射 . 

证 明 记 F 一 /Xid. 它 显然 是 连续 满 映 射 .只 须 验 证 商 映射 
的 条 件 (3), 即 当 WCYXZ 使 得 F-'《W) 是 开 集 时 ,验证 W 是 开 
集 . 任 取 (yo,xo)EW, 要 证 明 它 是 WW 的 内 点 . 

取 zEf tyo), 则 (zovzo)EF-1(W). 因 为 '(W) 是 开 集 ， 
所 以 有 xz 的 邻 域 B, 使 得 {zo}XBCEF 了 OW), 即 {yc} XB8CW. 由 
于 Z 是 局 部 紧 致 Hausdorff 空间 ， 可 不 妨 设 B 是 紧 致 的 (命题 
2. 20 中 (2)). 

规定 了 的 子 集 V 汪 {yEY1{y}XBCW}, 则 yoEV ,并 且 V 
XBCW. 如 果 f(zx)=y, 则 FOUziXB)= {xy}XB, 从 而 yEV 
二 > {+}XBCF 1(W). 规 定 U= 了 (0V), 则 U={xEX|(x}x 
BEF™ WD)}. 

由 于 如 紧 致 ,PP'(W) 是 开 集 ,根据 第 二 章 $3 中 3.5 的 引 理 ， 
YrEU, 则 {xz}XBCF 1(W), 有 zz 的 铝 域 U,, 使 得 UXBC 
FAW), 妈 UCU. 这样 U 是 开 集 . 由 于 /是 商 映 射 ,V 也 是 并 
集 .于 是 (yo,z0o) 是 VXB 的 内 点 ,从 而 也 是 多 的 内 点 ， 上 1 

E' 和 7 都 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 空间 . 以 后 我 们 常 在 2 = 
EE' 或 的 情况 下 应 用 此 定理 . 
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习 题 


1、 设 1: XY 和 g:Y 了 2 都 是 连续 映射 ,使 得 &* 了 是 商 
映射 ,证 明 g 也 是 商 映射 ， 

2. 设 :一 Y 是 商 映射 ,B 是 Y 的 开 集 (或 闭 集 ), 4= 
/1(B), 则 fa: 4 一 B 也 是 商 映 射 

3， 设 X 是 Hausdorff 空间 ,证 明 CX 也 是 Hausdorff 空间 . 

4， 设 4 是 Hausdorff 空间 XX 的 紧 致 子 集 , 证 明 X/4 也 是 
Hausdorff 空间 . 

5， 规定 : 《一 1,2) 一 [0.1] 为 

lzl|， 一 1 和 xz 委 0， 


证 明 : 
(4) 是 商 映 射 
(2) 了 不 是 开 映 种 ,也 不 是 闭 映射 . 
6， 证 明 8S'1XS' 之 T?. 
7. 证明 B/D 实 E?. 
8， 设 4 是 环 面 T* 上 一 经 圆 与 - 纬 闻 的 并 集 . 证 明 7?/4 实 


9， 设 M 足 Mobius 带 , 9M 是 它 的 边界 .证 明 M/3M 宇 17. 
10， 设 取 是 声 中 的 紧 致 子 集 ,a€1\E", 证 明 aX 实 CX. 
1 记 pp: 至 > 吾 /(0,1] 是 粘 合 映射 . 
《1) 证 明 记 既 不 是 开 映 射 ,又 不 是 闭 映 射 ， 
(2) 记 有 A4=EN(0,1. 证 明 pa : A->p(A) 不 是 商 映 射 . 
12. 设 :5S:>F! 规定 为 
Friyiz) = (1 — yty sr, ye). 

证 明了 (SD) 实 P?. 

13. 证 明 由 
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Cry) 一 《cos2zmrycos2yrysin2yrysin2xzrcosryysin2zxsinry)》 
规定 的 映射 /: TXI=E: 的 像 ACTX 站 兰 Klein 瓶 

设 习 ,了 是 两 个 集合 , 记 愉 [了 为 它们 的 无 交 并 , 即 由 和 .中 元 
素 和 了 中 元 素 构 成 的 新 集合 . 注意 :即便 及 与 了 是 有 公共 点 的 , 即 
有 EX,yEY, 使 得 z=y, 在 义 ||Y 中 也 要 把 x 与 > 前作 不 同 的 
元 素 , 因此 千 为 全 LY 的 子 集 , 筷 与 了 之 交 怀 站 7= 人 . 

设 CX1,) 与 (Xzssrs) 是 两 个 拓扑 空间 ,在 叉 ， HX, 中 规定 所 
扑 r 一 (CR XIUNX Eni=1,2). 称 {X, ||XsT) 为 (Xi， 
记 ) 与 《X21,t) 的 拓扑 和 ., 两 个 拓扑 空间 又 与 了 的 拓扑 和 记 作 和 十 
Y, 

设 慎 与 了 是 两 个 拓扑 空间 ,4CX,A: AY 连续 ,在 XX 十 Y 
中 规定 等 价 关 系 一 ,使 得 等 价 类 为 下 面 两 种 形式 : 

(1) X\A 中 的 单个 点 ， 

(2) (yy UA YyEY. 
称 疝 空 间 { 广 十 727 一 为 映射 了 的 贴 空间 , 记 作 了 UyX. 

14， 设 i ; SL->DD: 是 包含 映射 ,证 明 DU,D? 衬 S7. 

15. 记 到 二 {zy) Ey 守 0} ,f+ 可 一 下 规定 为 zz) 一 
(x,0) ,YTEE'. 证明:E3 UyEs 衬 F. 


§ 3 拓扑 流 形 与 闭 曲 面 


3.1 流 形 


球面 、 环 面 以 及 我 们 熟悉 的 其 他 项 面 从 整体 上 看 比 平面 复杂 

多 了 ,但 是 在 局 部 上 ,它们 每 一 点 的 近 旁 都 有 一 块 区 域 同 胚 于 平 

面 . 这 种 特性 使 得 我 们 可 以 在 局 部 的 范围 内 应 用 分 析 学 工具 对 它 

进行 研究 . 粗略 地 讲 , 具 有 局 部 欧 氏 特性 的 拓扑 空间 称 之 为 流 形 ， 

它 是 近代 数学 最 重要 的 基础 概念 之 一 . 它 不 仅 在 几何 学 科 中 占有 

重要 地 位 ,在 分 析 学 科 和 应 用 数学 中 也 是 重要 研究 对 象 . 流 形 是 比 
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较 复杂 的 概念 ,在 不 同 的 研究 领域 还 要 求 它 带 有 各 种 特殊 的 结构 . 
下 面 定义 的 拓扑 流 形 是 最 一 般 的 流 形 . 

,定义 3.3 一 个 Hausdorff 空间 X 称 为 4 维 (拓扑 ) 流 形 , 如 
果 X 的 任 一 点 都 有 一 个 同 胚 于 "或 所 的 开 邻 域 

这 里 本 是 半 个 4 维 欧 氏 空间 ,规定 为 

EB {rr Tt) E EF ,> 0). 

按照 这 个 定义 ,E" 本 身 就 是 一 个 维 流 形 ,S",7" 和 7T" 等 也 
都 是 ” 维 流 形 . 而 二 次 锥 面 并 不 是 流 形 ,除非 把 锥 项 去 掉 , 因 为 镀 
顶 的 任 … 邻 域 不 同 胚 于 EF? 或 BE (请 读者 证 明 ). 

设 MM 是 n 维 流 形 .点 xEM 如 果 有 同上 是 于 E' 的 开 邻 域 ,就 称 
7 是 MM 的 内 点 (注意 此 概念 区 别 于 第 一 章 给 出 的 子 集 内 点 的 概 
念 )， 否则 称 为 边界 点 . 全 体内 点 的 集合 称 为 M 的 内 部 , 它 是 对 的 
:个 开 集 . 

鉴 让 以 上 概念 明确 ,我 们 还 必 且 
五 ' 闪 下 (否则 流 形 的 维 数 就 类 了 5 思 有 ,相关 如 (否则 就 没 
有 内 1 界 点 的 区 分 了 ). 这 些 事实 现在 还 不 能 证 明 , 以 后 将 用 
基本 群 或 回调 群 工具 于 以 证 明 ， 
. HH 不 难看 出 , 流 形 满 足 C. 公理 (习题 1), 它 还 是 局 部 道 
路 连 拓 各局 部 紧 致 的 (习题 6)， 

妇 果 太 维 流 形 和 边界 点 , 则 沁 3M 是 它 的 边界 点 的 集合 . 可 以 
证 明 3M 是 … 个 没有 边界 点 的 (xn 一 1) 维 流 形 


3.2 闭 曲 面 


承认 一 些 事实 , 辟 如 ,n 关 mx 时 


二 维 流 形 称 为 曲面 . 如 EF*,S*,7*, 平 环 和 M6bivs 带 都 是 曲 
面 . 前 三 个 没有 边界 点 . 
定义 3.4 没有 边界 点 的 紧 致 连通 曲面 称 为 闭 曲 面 . 
5: 和 .T 都 是 闭 曲面 EF* 不 是 闭 曲面 . D*, 平 环 和 Mabins 带 
不 是 闭 曲面 ,因为 它们 有 边界 点 (下 章 证 明 ,现在 只 能 从 直观 上 接 
受 ). 
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射影 平面 P* 是 闲 曲 面 , 它 的 紧 致 性 与 连通 性 明显 , 只 狗 验 证 
每 - -点 有 开 邻 域 同 有 于 E*. 将 它 看 作 六 粘 合 5+ 上 对 径 点 的 商 宰 
闻 . 记 :一 P* 是 粘 合 吴 射 , 如 果 点 yE P? 在 户 下 的 原 像 是 D 
前 一 个 内 点 z, 则 户 (五 2) 宕 请 : 宕 本 ,是 y 的 开 邻 域 . 如果 p~'(y) 是 
SS 上 一 对 对 径 点 z 与 也 , 取 也 = 开 ( 人 zye)UBCrs),s 一 1 (图 
3-16) , 则 户 (TD) 兰 已 5( 读 者 自己 证 明 ) ,是 y 的 开 邻 域 ， 


图 3-16 图 337 

Klein 版 也 是 闭 曲 面 ， 如 果 把 它 看 作 惩 形 的 商 室 间 ， 可 用 与 
P: 相同 的 办 法 证 明 它 的 每 一 点 有 开 邻 域 同 胚 于 E?， 不 过 多 了 …- 
种 情况 ，p“(y) 是 逢 形 的 四 个 顶点 x ，zs，zs， zz 图 3-17), 令 


VU- UB 足够 小 ) ， 则 p (UV) 就 是 y 的 开 邻 域 , 它 同 上 
于 环 ， 

一 般 地 ,假设 了 是 一 个 偶数 边 的 多 边 形 , 如 果 成 对 地 粘 接 本 
的 边 ,那么 所 得 的 商 空 间 是 千 曲 面 . 

3.3 ”两 类 闭 曲面 

球面 是 最 简单 的 闭 曲 面 . 对 球面 施用 手术 ,可 得 到 许多 新 的 闭 
曲面 . 

1， 安 环 栖 的 球面 

环 面 上 控 去 一 个 开 圆 盘 ,就 说 是 在 环 面 上 控 一 个 洞 ,把 所 得 空 
闻 称 为 环 柄 {多 3-18》. 
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图 3-18 
在 球面 上 挖 一 洞 ,在 洞口 粘 接 上 一 个 环 柄 (图 3-19). 把 这 样 


See 


图 3-19 
的 “手术 ” 称 为 在 球面 上 安 一 个 环 柄 . 不 难看 出 ,得 到 的 闭 曲 面 是 
T?, 如 果 在 球面 上 安 个 环 柄 ,把 得 到 的 闭 曲面 记 作 nT , 称 作 亏 


图 3-20 


格 为 4 的 可 定向 闲 曲 面 , 不 难 想象 , 安 环 柄 时 洞口 的 位 置 和 大 小 


5 只 要 不 相 重 肆 ) 对 所 得 闭 曲 面 的 拓扑 类 并 不 


会 影响 ,因此 z7” 玫 


示 一 个 拓 扩 等 价 类 . 7? 的 曙 一 种 常用 的 形式 就 是 w- 环 面 (不 同 十 


nn 维 环 面 ). 图 3-20 左边 画 的 是 -个 三 环 面 . 它 问 胚 于 安 三 个 环 柄 


的 球面 . 
2， 安 交 又 帽 的 球面 


在 球面 上 挖 一 润 ,并 在 润 口 粘 接 一 条 M6bius 带 ,把 这 种 手术 
称 为 在 球面 上 安 交 叉 帼 . 安 了 z 个 交叉 帽 的 球面 称 为 亏 格 为 亚 的 


不 可 定向 闭 曲 面 , 记 作 mP*. 


Mobius 带 


图 3-2] 

安 交 又 帽 的 一 促 等 效 手术 是 将 球 
面 上 洞口 的 对 径 点 烙 合 (图 3-21). 因此 
1P? 就 是 PF. 2P 可 看 作 两 条 Mebius 
带 沿 边界 精 接 (图 3-22). 矩形 的 叮 对 邻 
边 “ 顺 向 ”地 粘 接 得 到 的 就 是 2P*, 如 
图 3-23 中 所 示 , 沿 c 将 短 形 分 割 为 两 个 
三 角形 ,对 它们 分 别 粘 接 e 边 对 和 5 边 
对 ,得 到 两 个 以 * 为 边界 的 M6bius 带 . 
图 3-24 又 表明 , 钴 形 的 这 种 粘 合 的 结 
果 是 Klein 瓶 ,因此 2P: 是 Klein 其 . 


by 
6 Se - 
中 
-Ki 有 


图 3-24 
习 题 
1， 证 明 流 形 满足 C; 公理 
2， 证 明 紧 致 流 形 满足 C 公理 . 
3. 证 明 紧 致 流 形 是 可 度量 化 的 . 
4. 在 名 中 规定 等 价 关系 一 ,使 得 等 价 类 为 两 种 情形 : 
(1) {zr},rE[—1,1); 
(2) {zx,—z},x>1, 
证 明 四 /~ 的 每 一 点 都 有 同 胚 于 E' 的 开 邻 域 ,但 它 不 是 Haus- 
dorff 空间 . 
5. 证 明 流 形 满足 T, 公理 . 
6. 证 明 流 形 局 部 道路 连通 和 局 部 紧 致 . 
7. 证 明 流 形 的 内 部 是 它 的 开 子 集 . 


34 闭 曲 面 分 类 定理 


空间 的 拓扑 分 类 ( 按 同 胚 关 系 分 类 ) 自然 是 拓扑 学 中 的 一 个 重 


要 问题 . 但 是 拓 补 空间 如 此 多 样 ,不 能 奢望 对 此 问题 有 完全 的 解 
92 


答 . 即使 是 解 次 某 些 特 定 空间 的 分 类 问题 的 结果 也 是 很 少 的 , 然 
而 , 闭 曲面 的 拓扑 分 类 问题 二 已 得 到 完美 的 解决 , 闭 曲 而 是 流 形 中 
最 有 用 的 部 分 , 它 的 分 类 定理 的 重要 意义 就 更 加 明显 了 . 

完成 团 曲 而 分 类 定理 的 全 部 证 明 必须 应 用 代数 拓扑 的 结果 . 
本 章 中 我 们 用 商 空间 方法 给 出 它 的 部 分 证 明 , 剩 下 部 分 放 在 下 一 
章 完成 . 

4. 1 厂 曲 面 分 类 定理 的 叙述 


上 节 我 们 已 介绍 了 两 大 类 闭 曲 面 :可 定向 闭 曲 面 {a7"12 为 非 
负 整 数 } (mx 一 0 时 为 球面 ) 和 不 可 定向 闭 曲 面 {mP*|m€EN)}. 

定理 3. 4( 闭 曲面 分 类 定理 ) {nT”) 和 fmP") 不 重复 地 列 出 
「 闭 曲面 的 所 有 拓扑 类 型 、 

定理 的 结论 有 两 部 分 : 

(1) 任 一 闭 曲 面 或 属 nT?* 型 (对 某 个 非 负 整数 x) ,或 属 mP 
型 (对 某 个 正 整 数 zn). 

(2) YamnT? 关 mP?; 当 nn 关 时 ,nT? 关 nT?; 当 mr 关 m' 时 ， 
mP’zm' P?. 

(2) 的 证 明 要 用 到 基本 群 或 同调 群 ,现在 不 能 进行 . 下 面 只 对 
(1) 证 明 . 


4.2 ， 闭 曲面 分 类 定理 结论 (1 的 证 明 


1， 阅 曲面 的 多 边 形 表示 

8 3 中 已 说 到 ,一 个 偶数 边 的 多 边 形 了 如果 把 边 成 对 的 粘 接 ， 
则 得 到 的 商 空间 为 说 曲面 . 记 9 是 所 说 的 粘 合 关系 .如果 卫 在 p 之 
下 的 商 空间 同 胚 子 闭 曲面 8 ,就 说 了 和 ?一 起 构成 的 一 个 多 边 
形 表示 , 记 作 (六 ,9). 粘 合 关 系 9 可 以 按 下 面 约定 在 卫 上 表 出 :要 
粘 接 的 边 对 标 以 同一 字母 ,并 用 箭头 表示 粘 接 方式 . 图 3-25 中 列 
举 了 四 边 形 上 所 有 可 能 的 粘 合 关系 . 其 中 (a) 是 环 面 的 表示 ,(c) 是 
疡 ,(b) 和 5(d) 都 是 Klein 瓶 . (ey 和 (《f) 请 读者 自己 判断 . 
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| | | | | 


Ga) hy (0) 


5 b 
| | | | 三 < 
-me 一 一 才 - 
四 四 


(dy te) {fy 
图 3-25 

描述 -一 个 表示 的 另 一 方法 是 选 定 工 的 一 个 顶点 和 一 个 转向 
《 逆 时 针 或 项 时 针 ) ,然后 依次 写 出 标 在 各 边 上 的 字母 ,并 在 右上 角 
加 或 不 加 一 1 来 表明 其 方向 与 转向 相 道 或 一 致 . 例如 若 取 左下 角 顶 
点 和 道 时 针 方向 , 则 图 3-25 中 的 (b》, 《ec),(e) 分 别 写 出 为 

aba'b, abab, aa 的 一. 

引 理 1 任 一 闭 曲面 都 有 多 边 形 表 示 . 

这 个 引 理 的 断言 将 是 我 们 的 论证 的 出 发 点 . 引 理 的 证 明 要 用 
到 1925 年 T. Rado 的 一 个 经 典 结 果 : 闭 曲面 是 可 三 角 剖 分 的 , 涉 
及 到 本 书 第 六 章 中 的 概念 . 证 明 本 身 是 初等 的 ,但 比较 元 长 ,这 里 
路 去 了 . 

显然 ,有 相同 形式 的 多 边 形 表示 的 闷 曲面 是 相互 同 胚 的 . 这 给 
出 了 判定 闭 上 曲面 同上 胚 的 一 个 途径 . 但 是 ,每 个 闭 曲面 有 许多 不 相同 
的 多 边 形 表示 ,这 给 上 述 判定 方法 的 使 用 造成 了 困 准 . 为 此 ,我 们 
提出 “标准 和 多边形 表示 "这 个 概念 ,在 这 种 表示 中 , 要求 粘 合法 则 有 
一 定 的 规律 , 标准 多 边 形 表示 有 两 类 ,它们 用 文字 形式 写 出 为 


qbar br asboas ba asbras lb (1.) 
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taiaaaaraman: CD 
我 们 下 面 将 证 明 ， 除 球面 外 ， 任 - ' 闭 曲面 都 有 标准 表示 ;， 并 说 明 
有 (I,) 这 种 表示 的 是 z7? 型 曲面 ， 有 (1,) 这 种 表示 的 是 mP? 型 
曲面 . 

2， 多边形 表 示 的 标准 化 

设 S 是 一 闭 曲 面 , 它 有 多 边 形 表 水 (T ,9. 我 们 要 改造 这 个 表 
示 使 之 标准 化 . 不 妨 设 5 不 是 球面 . 环 面 .射影 平面 和 Klein 瓶 (已 
知道 后 三 种 闭 曲面 有 标准 表示 ), 因 此 工 的 边 数 不 会 小 于 6( 因 为 
当 边 数 为 4 时 ,只 可 能 是 上 述 几 种 曲面 ). 

下 面 给 出 从 CP, 风 出 发 ,构造 5 的 标准 表示 的 程序 . 每 一 步 部 
是 用 $2 中 已 经 使 用 多 次 的 “剪接 ”技术 . 

先 约定 几 个 术语 . 

在 (TI,D) 中 , 荆 的 在 pq 下 要 粘 接 的 边 对 称 为 同 向 对 ,如 果 两 边 
标 有 相同 的 方向 ,和 否则 称 反 向 对 . 例如 在 (1,) 中 ,只 出 现 反 向 对 ， 
〈I.) 中 只 有 同 向 对 . 

夏 的 所 有 顶点 在 粘 合 关系 9 下 分 成 若干 等 价 类 , 称 它们 为 项 
点 类 . 例如 图 3. 25 中 的 人 a) .(b) 和 (d) 都 只 有 一 个 顶点 类 ;(c) 和 
e) 有 两 个 顶点 类 ;有 三 个 顶点 类 . 

将 使 用 两 类 剪接 手术 : 

手术 4” 粘 搂 相 邻 友 向 对 . 

例如 对 图 3-26 中 的 多 边 形 本 类 接 反 向 对 aC 其 他 边 对 暂 不 粘 


7 六 7 B 
(9 (7) 


图 3-26 
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接 ) ,得 新 多 边 形 严 ,gp 导出 的 粘 合 关系 9'. 得 到 5 的 另 一 
示 ( 太 ,9 站 , 它 的 边 数 比 荆 少 2, 顶 点 类 个 数 三 少 1(T 的 项 点 4 单 
独 成 一 顶点 类 ,在 中 它 成 为 内 点 ). 

手术 如 选 定 了 上 一 个 边 对 a, 沿 一条 对 角 线 邓 剪 开 卫 成 两 
块 ,使 得 每 一 块 都 有 一 条 4, 然后 沿 a 将 两 块 粘 接 得 亚 ， 

图 3-27(a) 是 沿 一 个 反 向 对 施用 手术 8,(b) 是 沿 同 向 对 作 手 


术 B. 
a 
CO 
刘 开 a 
站 合 “ 


图 3-27 

手术 B 不 改变 多 边 形 的 边 数 和 顶点 类 数 . 

以 后 将 会 看 到 ,多 边 形 表 示 有 无 同 向 对 是 一 个 要 紧 的 性 质 . 显 
然 手术 4 不 改变 此 性 质 .手术 8 也 不 改变 这 个 性 质 . 事实 上 ,如 对 
反 向 对 施用 手术 B, I 和 1 只 须 作 平移 即 可 粘 接 ,因此 原 有 边 对 不 
改变 方向 ,而 增加 的 er 对 是 反 向 的 ;如 果 对 同 向 对 作 和 手术 B, 则 必 
须 翻 转 1 和 工 中 的 一 块 才能 粘 接 ,因此 新 增 边 对 a 是 同 向 的 . 

标准 化 的 过 程 分 为 两 个 阶段 . 
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(一 》 减少 多 边 形 边 数 . 

因为 减少 边 数 和 减少 顶点 类 数 同时 发 生 ,所 以 如 果 ( 厂 ,gp) 的 
顶点 类 只 有 一 个 了 , 边 数 就 不 能 再 减少 、 

设 (CP, 旬 的 顶点 类 数 大 于 工 记 其 中 一 类 为 P. 如 果 P 中 只 有 
一 个 项 点 , 则 这 顶点 是 ~- 反 向 对 的 公共 端点 ,对 这 反 向 对 作 手 术 
和 ,就 可 消去 了 类 . 如 果 忆 中 含 不 只 一 个 顶点 , 取 其 中 一 点 ,使 得 
它 的 一 个 相 邻 顶点 不 属 已 ,就 像 图 3-28(a) 的 上 方 的 项 点 , 它 和 - - 


图 3-28 

久 类 顶点 相 邻 ,从 而 与 它 连 接 的 两 边 不 粘 接 . 如 图 3-28 中 所 示 方 
式 , 对 边 对 a 作 手 术 B, 则 了 P 类 顶点 减少 一 个 (Q 类 增加 一 个 ). 重 
复 上 述 做 法 ,直到 了 类 只 含 一 个 项 点 ,再 用 一 次 手术 4 使 P 类 消 
去 . 同时 边 数 减少 2. 

如 果 (, 孙 有 条 边 必 个 顶点 类 , 则 用 上 而 的 办 法 可 得 到 一 
个 新 表示 40,9'), 它 只 有 一 个 顶点 类 , 边 数 为 {一 2C(& 一 1). 

(二 ) 改变 粘 合 方式 . 

设 ( 一 ) 已 完成 ,CT" ,gp') 是 所 得 改造 了 的 表示 . 它 只 有 一 个 项 
点 类 ,因此 不 再 用 手术 4 了 . 

引 理 2 《〈P ,P') 中 反 向 边 对 不 相 邻 , 且 至 少 与 另 一 边 对 相间 
排列 (图 3-29Ca) 中 的 a 边 对 与 5 边 对 ). 

证 明 设 a 是 它 的 一 个 反 向 对 . 如 果 它 是 相 邻 的 , 则 它们 的 公 
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图 329 
共 顶 点 不 与 其 他 顶点 等 价 .顶点 类 数 大 于 1, 与 假设 矛盾 .因此 a 
边 对 不 相 邻 . 

设 己 中 其 余 边 构成 折线 段 玉 与 工 如 果 天 中 边 不 和 工 中 的 
边 粘 接 , 则 K 中 顶点 不 与 工 中 顶点 等 价 ,顶点 类 个 数 大 于 1. 因此 
有 第 二 个 结论 ， | 

下 面 就 两 种 情况 分 别 讨论 :CP ,97 没有 同 癌 对 ;PP ,pq 上 
择 少 有 一 同 向 对 . 前 面 已 指出 ,这 两 种 情况 不 会 因 施 用 手术 4,B 
而 互相 转换 . 

(i) 没有 同 向 对 . 

取 a 是 一 反 向 对 ,取消 是 与 < 相间 排列 的 反 向 对 . 则 以 适当 方 
式 ( 如 图 3-29 所 示 ) 对 a 和 5 施用 两 次 手术 8B, 可 使 边 对 a 和 6。 消 
去 ,增加 相间 并 连接 排列 的 边 对 a 和 6b. 

多 次 施行 这 种 做法 ,最 后 可 得 到 (1,) 形 式 的 表示 

CaT br rasbear Bi easbaar IE 
这 里 自然 数 ”等 于 书 的 边 数 的 四 分 之 一 . 
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Gi) 有 辐 向 对 . 、 
取 a 是 一 同 向 对 ,图 3-30 表示 用 一 次 手术 B 可 消去 边 对 a， 


图 3-30 
增加 … 个 相 邻 同 向 对 . 重复 这 做 法 ,使 得 不 再 有 不 相 邻 的 问 向 对 . 
如 果 此 时 没有 反 向 对 了 , 则 得 到 (1,) 形 式 的 表示 ,2m 等 于 卫 的 边 
数 ;如 果 有 反 向 对 , 设 a 是 一 反 向 对 ,6 是 与 4 相间 排列 的 边 对 , 因 
为 6 不 是 相 邻 边 对 ,所 以 8 是 反 向 对 . 利用 一 个 同 向 对 <, 作 数 次 手 
术 B， 可 消去 边 对 a,6 和 c, 并 增加 三 个 相 邻 同 向 对 (图 3-31)， 这 


图 3-31 
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样 ,在 有 间 向 对 的 情形 最 后 都 可 改造 成 (lu) 形 式 的 表示 . 

至 此 标准 化 工作 完 

3. (1,) 和 (I) 分 别 是 nT? 和 mP? 的 表示 

先 考 虑 (1,). 图 3-32Ca) 是 m=3 的 情形 . 卫 的 三 条 对 角 线 将 研 
分 割 成 四 个 三 角形 ,其 中 加 ,全 和 丸 分 别 粘 合成 Mobius 带 ,4 粘 
成 控 了 三 个 洞 的 球面 (图 3-32Cb)), 将 三 条 M6bius 带 分 别 粘 接 在 
三 个 洞口 上 得 到 $. 因此 $ 是 安 了 三 个 交叉 帽 的 球面 ,属于 3P*. 
一 般 地 (Un) 是 mP? 的 多 边 形 表 示 . 


a 
(a) 


图 3-32 
对 (I,) 用 类 似 方法 论证 , 它 是 n7? 的 多 边 形 表示 . 要 注意 现在 
用 对 角 线 割 下 的 是 图 3-33(a) 中 的 五 边 形 , 粘 接 a 和 如, 得 到 一 个 
环 柄 , 见 图 3-33(b). 


Cb) 


ay 
图 3-33 
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至 此 我 们 已 完 成 了 闭 曲 面 分 类 定理 证 明 的 (1 部 分 . 

一 般 来 说 ,对 -个 任意 给 定 的 多 边 形 表 示 进 行 标 准 化 的 工作 
量 是 很 大 的 . 但 是 ,不 需要 完成 整个 过 程 就 可 决定 最 后 得 出 的 是 什 
么 样 的 标准 化 表示 . 决定 结果 的 两 个 因素 : 

《iD 有 无 同 向 对 ? 在 标准 化 的 过 程 中 ,这 性 质 一 直 不 改变 . 因 
此 , 当 原 表示 有 同 向 对 时 ,结果 一 定 是 mmP: 型 的 ,否则 是 nT? 型 
的 . 

(iD 标准 化 表示 的 边 数 . 它 可 以 从 原 表示 的 边 数 1 和 顶点 类 
个 数 求 出 : 

边 数 二 2 一 2k 十 2. 
这 样 ,从 原 表示 可 以 直接 知道 曲面 的 类 型 . 
例如 图 3-34 中 的 多 边 形 表示 边 数 为 8, 顶 点 类 有 2 个 ,因此 相 


图 3-34 
应 曲面 的 标准 化 表示 的 边 数 为 6, 原 表示 有 同 向 对 ,因此 曲面 为 
3 型 的 . 


习 题 
1. 具有 下 列 用 文字 形式 写 出 的 多 边 形 表示 的 闭 曲 面 是 什么 
类 型 ? 
(1) abcda-!be-'d; (2) abacb ded: 
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{3) abcb de a di (4) abca lcdep fedf. 


2， 两 个 闭 曲面 各 挖 去 一 个 


盘 的 内 部 ,然后 把 润 口 对 接 , 所 


得 闭 曲面 称 为 原来 两 个 闲 曲 面 的 连通 和 . 如 果 原 来 闭 曲 面 为 M 和 
入 , 则 它们 的 连通 和 记 作 M# 信 , 试 判别 ， 

(1) 车 作为 mT?* 型 ,N 为 n7? 型 ,M#N 是 什么 型 ? 

(2) 著 对 为 mP 型 ,N 为 nP? 型 ,MM#N 是 什么 型 ? 

(3) 若 M 为 mT? 型 ,N 为 maP 型 ,M#N 是 什么 型 ? 


3， 如 果 在 环 面 上 挖 去 一 个 


粘 合 ,所 得 曲面 是 什么 类 型 的 ? 
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盘 的 内 部 ,然后 把 洞口 的 对 径 点 


第 四 章 ” 同 伦 与 基本 群 


本 章 和 以 后 各 章 所 讲 的 都 属于 代数 拓扑 学 的 范畴 . 代数 拓扑 
学 的 基本 思想 是 对 拓扑 空间 建立 以 代数 概念 (如 群 、 交 换 群 . 环 等 ) 


为 形式 的 拓扑 不 变量 ,从 而 把 代数 方法 引进 拓扑 学 的 研究 中 来 . 我 
们 已 说 过 ,要 判定 空间 不 同 胚 ,需要 用 拓扑 性 质 (不 变量 ). 第 二 章 


中 ,我 们 已 看 到 分 离 性 、 


可 数 性 , 紧 致 性 和 连通 性 这 些 拓扑 性 质 在 


这 方面 的 应 用 . 然而 用 这 些 概念 能 解决 的 问题 毕竟 太 少 了 ,本 书 至 
此 已 积累 了 不 少 尚未 解决 的 重要 问题 ,如 EE" 与 BE"( 当 x 关 m 时 ) 是 
不 是 不 司 胚 ? 王 与 屯 的 不 同 胚 问 题 ,S: 与 T? 以 及 5S 与 1 等 等 
不 同 玖 的 判定 ， 在 这 许多 问题 上 ,代数 拓扑 学 将 表现 出 它 的 威力 ， 


到 它 站 的 - 速 初步 知 识 


数 拓扑 学 的 两 大 支柱 . 本 书 中 只 能 涉及 
同 伦 是 同 伦 论 的 最 基础 的 概念 之 一 ;基本 


群 是 1 维 同 伦 群 , 它 是 代数 拓扑 学 中 最 简单 ,用 途 最 广 的 部 分 . 


闭 曲 面 分 类 定理 尚未 完成 的 那 - - 半 证 明 涉 及 到 判定 两 个 空间 


不 同 胚 的 问题 .例如 怎么 证 明 5* 兰 T*? 直观 土 看 ,7* 有 洞 ,可 以 用 
线 推 住 ,球面 推 不 住 . 但 这 里 并 不 是 指 推 它 们 的 线圈 能 否 移 走 (在 


4 维 空间 中 , 栓 环 面 的 线 


图 也 能 移 走 ) ,正确 的 解释 为 :球面 上 弹性 


极 好 的 闭合 线圈 可 以 在 球面 上 滑 缩 为 一 点 ,而 在 环 面 上 有 些 闭 曲 


线 ( 如 经 圆 或 纬 圆 ) 不 能 在 环 面 上 滑 缩 为 一 点 . 类似 的 差别 也 出 现 


在 平 环 与 圆 盘 的 比较 中 


显然 圆 盘 上 的 闭 曲线 可 容易 地 在 圈 盘 上 


收缩 为 . -点 ,而 平 环 上 环绕 着 它 的 润 的 闭 曲线 被 洞 阻挡 而 缩 不 成 


一 点 (图 4-1). 


基本 群 就 是 在 闭 曲线 的 可 收缩 性 这 种 直观 背景 的 基础 上 发 展 
起 来 的 一 种 结构 . 拓扑 学 中 用 道路 概念 蔡 代 曲线 . 道路 本 身 是 一 种 
连续 映射 . 为 了 理解 道路 的 收缩 和 变形 的 意义 , 先 一 般 地 介绍 连续 
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映射 的 变形 ,也 就 是 同 伦 概 念 . 


$1 映射 的 同 伦 


同 伦 就 是 映射 间 的 连续 变形 . 设 和 和 了 都 是 拓扑 空间 , 记 
CC(X,7) 是 多 到 了 的 所 有 连续 映射 的 集合 . 设 f,gECCX,Y), 所 
谓 了 与 g 同 伦 , 就 是 指 了 可 以 “连续 地 ? 变 为 g. 这 意味 着 在 每 一 时 
刻 1:E7, 有 -一 连续 映射 hECCX,Y) ,如 二 了 , 肌 二 g, 并 且 h 对 :有 
连续 的 依赖 关系 . 确切 的 定义 为 

定义 4.1 设 f,gECClX,Y). 如 果 有 连续 映射 :XXII 
了 ,使 得 yzEX, 晶 (x,0) 二 f(z),H(z,1) 二 g(x), 则 称 f 与 g 辐 
伦 , 记 作 f 二 g : XX 一 了 ,或 简 记 为 /二 g; 称 日 是 连接 了 和 gg 的 一 
个 同 伦 (或 称 伦 移 ), 记 作 五 : /二 g( 或 f 攻 g)( 图 4-2). 

对 每 个 :ET, 同 伦 厂 决定 ECCX, 了 ) 为 :h(xz) 二 H(z,1)， 
于 是 得 到 单 参数 连续 映射 族 优 |E 刀 ), 称 六 为 五 的 上 切片 .根据 
定义 加 二/ ,hg 


多 由 tr 加 糯 定 了 映射 和 :I>C(X,Y). 在 CLX,Y) 上 的 一 种 特殊 拓扑 《所谓 紧 
开 希 扑 ) 下 ,是 连续 的 .于 是 ,一 个 同 伦 决 定 了 CCX,7) 中 的 一 条 道路 ! 反 过 来 C(X,T) 
中 一 条 道路 决定 了 一 个 同 伦 . 
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图 4-2 
例 1 设 /gECCX, 囊 ). 规 定 囊 :和 XT 一 已 为 
H(zt) = (1 — fr) + tg (2). 

容易 验证 五 是 了 到 g 的 同 伦 ( 习 题 1). 瑟 的 直观 意义 为 : 当 t 从 0 
变 到 1 时 ,h(x) 从 f(z) 到 g(z) 作 匀速 直线 运动 .因此 称 这 种 同 伦 
为 直线 同 伦 . 直线 同 伦 构 作 的 基础 是 线段 f(x)g (x)CE". 因 此 ,把 
EE" 换 成 E" 的 西子 集 , 同 样 叮 构造 直 
线 同 伦 . HO 

例 2 车 /,gEC(X,S"), 使 每 “水 
YrxEX,f(T) 了 区 一 g(x), 则 可 规定 f 
到 g 的 同 伦 吾 为 


(OF) tig) 
{Fr) 十 经 Cz) 上 


(图 4-3). 再 有 意义 是 因为 原点 OE 
J 了 (x)glz),YxzEX, 从 面 对 任 何 t€E 图 43 
TDf Ce) tigtr) | #0. 
例 3 设 f,gECC(X,5'), 使 得 YrEX,f(z) 一 一 g(x)， 则 
fg 连结 和 g 的 一 个 同 伦 可 构 作 如 下 :把 5! 看 作 复 平面 上 的 
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(OF) ist) 


H(xX,t)= 


单位 圆周 ,其 上 点 用 单位 复数 e (Ct € R) 表示 , 令 
H(zst) = ee" f(r). 

直观 上 看 ,h(x) 是 把 作 x) 绕 原点 转 tx 角 . 

命题 4.1 同 伦 关 系 是 CCX,Y) 中 的 -种 等 价 关系 ， 

证 明 自 反 性 设 f€EC(X,Y), 令 H(z 二 f(z),YXEX， 
zET. 刚 1: 了 二 f. (这 样 的 同 伦 称 为 常 同 伦 . 》 

对 称 性 设 互 : f 二 g, 规 定 H(z,D) 一 T(rsl tt),Yr€EX，, 
1ET. 则 也 : g 之 了.( 称 瑟 为 旦 的 逆 .》 

传递 性 ” 设 / 空 gs 规定 再, 与 Hs 的 乘积 HH,: XXI> 
了 为 (图 4-4) 


Hz,20), 0&te1/2, 
HHi(z,t) 一 


Hz,2 — 1), 1/2&tE1. 


图 4-4 
当 4 二 二 时 ,H(z120) 二 (zy1)=g (x)=Helz,24 一 ,因此 
理 ,H, 的 定义 合理 .根据 粘 合 引 理 , 它 是 连续 的 . 容易 验证 HH;: 
/~t. 1 
把 CCX,Y) 在 同 伦 关 系 下 分 成 的 等 价 类 称 为 映射 类 . 所 有 映 
射 类 的 集合 记 作 [X,Yj. 
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例 1 说 明 , 当 Y 是 色 的 凸 集 时 ,[ 和 ,7Y] 中 只 有 一 个 映射 类 . 

例 4 设 头 是 单 点 空间 {z}. 则 CCtz),7) 与 了 之 间 有 一 个 自 
然 的 一 一 对 应 ,一 rz).YyEY, 记 六 为 像 点 是 y 的 上 映射, 则 六 ， 
到 了 ,的 -个 同 伦 就 是 了 中 从 到 yz 的 条 道路 .全 /< 人 > 
和 ;在 Y 的 问 -道路 分 支 中 .因此 [1z)Y] 与 了 的 道路 分 支 的 
集合 有 一 个 一 一 对 应 关系 .特别 当 Y 道路 连通 时 ,[{z})Y] 只 有 一 
个 映射 类 . 

命题 4.2 大 fo 二 i: X>Y, go 二 gy :YY>7, 则 go* 了 
gi° fi: XZ. 

证 明 设 户 : fo 全 作 ,G : go 之 pi. 规定 连 续 映射 F: XXI> 
YXI 为 


F(Xst) = (F(X) 

《 称 为 的 柱 化 ). 则 G。F : ga。 二 8 。 太 (请 读者 自己 验 
证 .) 上 

如 果 了 同 伦 于 一 个 常 值 映射 , 则 称 了 是 零 伦 的 . 

例 5 设 X 是 外 的 凸 集 , 则 idx :和 一 科 零 伦 ( 例 1). 设 < 是 
又 到 束 的 一 个 常 值 映 射 , 则 idz ~“. 对 任何 拓扑 空间 Y 和 连续 映 
射 卫 : X-Y,7 一 六 idx 人 se( 用 命题 4.2), 太 ee 是 常 值 映 射 ， 
因此 了 是 零 伦 的 , 特别 对 道路 连通 室 间 Y,[X,Y] 只 有 一 个 映射 类 
《 见 本 节 习 题 2). 

了 二 [0,1] 是 凸 集 ,因此 拓扑 空间 XX 上 每 条 道路 (注意 它 是 映 
射 ) 都 同 伦 于 点 道路 . 道路 连通 空间 的 任何 两 条 道路 都 同 伦 . 这 样 ， 
道路 的 一 般 同 伦 并 不 能 反映 出 空间 的 很 多 信息 . 对 道路 ,下 面 所 用 
的 是 一 种 有 附加 要 求 的 同 伦 . 

定义 4.2 设 ACX,f,gEC(X,7). 如果 存在 了 到 gg 的 辣 伦 
玉 , 使 得 当 a€E4 时 ,Hlasi) 二 f(a) 一 g(a),Y1ET. 则 称 f 和 g 相 
对 于 4 同 伦 , 记 作 / 一 g rel4 ; 称 电 是 了 到 8g 的 相对 于 4 的 同 


伦 , 记 作 日: /~~g reL4a( 或 Je rel4). 
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例 6 设 了 是 殖 的 凸 集 , 疡 gECCX,7) .如果 z 使 得 六 一 
&(z), 则 和 了 到 sg 的 直线 同 伦 五 满足 瓦 (z 间 一 Fz) 一 gCz)VIE 
I 记 A={rEX|f(r) =g (7)}: 则 FH! fg relA. 

下 面 是 命题 4. 1 和 4. 2 的 平行 结果 ,证 明 从 略 ， 

命题 4.3 取 定 ACX, 则 CC(X,Y) 中 相对 于 4 的 同 伦 也 是 等 
价 关系 ， 

命题 4.4 设 态 ~ 万:X-y relA,go 之 gy :YZ relB, 并 有 8 
SATB go ° fopg1° frelA. 

定义 4.3 设 a,6 是 上 的 两 条 道路 ,如 果 a 二 5 rel{0,1), 则 
称 a 与 5 定 端 同 伦 , 记 作 a 守 b. 

显然 a 守 6 的 一 个 必要 条 件 是 a 与 5 有 相同 的 起 终点 .a 到 万 
的 一 个 定 端 同 伦 是 从 矩形 7X7 到 X 的 一 个 连续 映射 . 它 把 左右 
侧 边 分 别 映 为 a(0) 点 和 at1) 点 ,在 下 谨 和 上 党 上 的 限制 分 别 是 道 
路 a 和 &( 图 4-5). 


b 


人 1) 一 图 (1) 


CO) 一 区 0) 


图 4-5 
允 的 所 有 道路 在 全 关系 下 分 成 的 等 价 类 称 为 X 的 道路 类 . X 
的 所 有 道路 类 的 集合 记 作 [XJ. 一 条 道路 a 所 属 的 道路 类 记 作 
《0), 称 a 的 起 ,终点 为 (2) 的 起 ,终点 . 起 终点 重合 的 道路 类 称 为 闭 
路 类 . 称 起 ( 终 ) 点 为 它 的 基点 . 


习题 


1， 验 证 直线 同 伦 的 连续 性 . 
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2， 没 ,yzEY,f, 是 将 久 映 为 {yi} 的 常 值 喘 射 . 证明; 了 ,过 
六 ,< 人 六 与 ?在 7 的 同一 道路 分 支 中 、 

3. 证 明 : 如 果 连 续 映 射 上: X 一 5" 不满 , 则 了 零 伦 . 

4 证 明 :连续 映射 上: XY 零 伦 <>f 可 扩张 到 CX 上 上. 

5、 设 了: XY 连续 ,XX 中 道路 < 一, 证 明 ./。a 全 广 -六 

6. 记 p :1>5! 规定 为 p() 一 egEC(CS'X). 证 明 

f pg pe/ ~g rel{l}. 

7. 设 鲜 是 EE" 中 的 凸 集 , 则 和 X 上 有 相同 起 ,终点 的 两 条 道路 
必定 端 同 伦 . 

8， 证明: 如 果 连 续 映 射 /: 5S! 一 5S! 与 恒 同 映射 不 同 伦 , 则 f 
有 不 动 点 . 


82 基本 群 的 定义 


基本 群 是 在 道路 及 其 运算 ( 道 和 乘积 ) 的 基础 上 建立 的 但 道 
路 不 能 直接 当 作 元 素来 建立 群 . 有 两 个 问题 :一 是 道路 的 乘法 没有 
结合 律 ;二 是 并 非 任何 两 条 道路 都 可 相 乘 . 我 们 用 道路 类 蔡 代 道 
路 ,解决 了 第 一 个 问题 ;用 取 定 基点 的 办 法 解决 第 二 个 问题 . 


2.1 道路 类 的 逆 和 乘积 


命题 4.5 (1) 如 果 a 之 6, 则 a5; 
〈2) 如果 a 守 B,c 守 qd， 并且 ac 有 意义 , 则 
ac > bd. 
证 明 (1) 设 右 :abp, 作 H :JXI> 久 为 
H'(s,t) = H(l — s,t), 


容易 验证 H' : a 守 5. 
(2) 设 五 1 : a 之 5,Hs: cd. 作 瑟 :7TX 一 人 为 (图 46) 
HD) = 人 os 1/2, 
五 (2 一 11，1/2 委 > 委 1. 
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由 于 a(D) 二 el0)%s 一 计时 HC1,D=a(D)=e(0)=H.(0,D,H 
pp 的 定义 合理 . 根据 粘 接 引 理 , 互 连 

续 . 容易 验证 H:acbd， 1 
定义 4.4 (1) 规定 道路 类 

4 的 逆 a ! 二 (a&) ,其 中 aEa; 

《2) 若 道路 类 a 的 终点 与 8 

入 AN 的 起 点 重合 , 视 定 a 与 8 的 乘积 

ap 一 (ob), 其 中 EapER. 

命题 4.5 说 明定 义 是 合理 的 

5 与 as6 的 选择 无 关 ). 

， _ < 的 起 点 和 终点 分 别 是 “ 
\ | 的 终点 和 起点 ;ap 的 起 点 和 终点 
AN pe 分 别 是 a 的 起 点 和 8 的 终点 ， 

x 由 道路 道 和 乘积 的 性质 :z 
图 46 一 a325 一 哎 , 马 上 得 到 
(0 一 ai (ap) 1 一 有 aol. 


2.2 道路 类 运算 的 性 质 


命题 4.6 设 f :XY 是 连续 映射 ,a,b 是 久 上 两 条 道路 . 
《1) 如 果 a 守 6, 则 了 :a 守 / 6; 
(2) 如 果 a 与 可 乘 , 则 J。2a 与 也. 也 可 乘 ,并 且 
fo af ob) = f° ab); 
(3) Tea=f oa. 
证 明 (1) 见 上 节 习 题 5. 请 读者 自己 验证 (2) 与 (3)， 目 
根据 (1),f 导出 一 个 对 应 六 : [Xj->[Y] 为 f(a} 一 (f*a); 
《2) 和 (C3) 分别 说 明 产 保持 乘积 运算 和 逆 运 算 : 
filaB) = fF, (fr)! 一 大 Co， 
道路 乘法 没有 结合 律 , 即 一 般 来 说 (Cap)c 关 a(bc). (abyc 在 I 
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的 第 一 个 四 分 之 - - 段 按 < 走 , 第 二 个 四 分 之 是 5, 剩 下 二 分 之 一 
是 c; 但 是 albe) 中 a 占 了 前 二 分 之 一 ,6 和 < 各 占 后 面 的 两 个 四 分 
之 一 . 

命题 4.7 道路 类 乘法 有 结合 律 . 

证 明 就 是 要 证 明 当 a(1)==6(0),6(1)==c (60) 时 , (ub)e 二 
albe). 

规定 六: [0,3]-> 关 为 

alt), 0QLZ1, 2 2 < 

Ff) -| 


bt) 1&2,° ! ? 
ci—2), 2Et&3. \ | / 
记 a8,5,5 是 [0,3] 上 的 道路 
(图 4-7D:2(D)=t,6 (0) 一 :十 1， x 
zDD 二 z 十 2, 则 图 4-7 
fea=a, febB—b, feitoe. 
(@5)z 和 (82) 是 凸 集 [0,3] 上 从 0 到 3 的 两 条 道路 ,因此 (a 5)z 
全 5(5c). 再 用 命题 4. 6 的 (1) 和 (2) ,得 到 
(abjc = /fe (GB (aGe))— a),. 1 
命题 4.8 设 道路 类 a 的 起 终点 分 别 是 zz 入. 记 ei,es 分 
别 是 xosx 处 的 点 道路 . 则 
(1) aa!=(es), ol 一 人 en) 
(2) (er)a=a—ales). 
证 明 记 id 是 了 的 但 辣 映射 ,eo,e 分 别 是 T 上 在 0,1 处 的 点 
道路 . 取 a€a. 则 e, 一 a。 ei=0,1. 利 用 7 的 凸 性 ,有 
idrid Te ide 
7 euidy ~ id ~ idye, 
用 a 分 别 与 上 述 各 式 的 两 边 复 合 ,得 到 


des, daes, 
és, > ea 
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因此 oo 一 人 en) ,eta=(er) ,esja=a=aer). 1 


命题 4. 8 说 明 点 道路 所 在 道路 类 有 单位 性 . 
2.3 ”空间 的 基本 群 和 连续 映射 放 导 的 基本 群 的 同 态 


设 多 是 一 个 拓扑 空间 , 取 定 x;EX. 把 的 以 xo 为 基点 的 所 
有 闭路 类 的 集合 记 作 mm CX,zo). 于 是 x.( 叉 ,xo) 中 任何 两 个 元 素 都 
是 可 乘 的 ,乘积 仍 在 r(CX,zo) 中 . 

定义 4.5 称 m(X,z。o) 在 道路 类 乘法 运算 下 构成 的 群 为 了 
的 以 ze 为 基点 的 基本 群 . 

命题 4. ? 保证 了 乘法 有 结合 律 ,命题 4, 8 说 明 (e;,) 是 单位 元 ， 
a 的 逆 就 是 a '. 

例 设 多 是 FP 的 凸 集 ,z,EX 是 任 一 点 .因为 zo 处 的 任意 两 
条 闭路 都 定 端 同 伦 , 所 以 x,(X,x。o) 只 有 一 个 元 素 , 它 是 平凡 群 . 

设 :XY 是 连续 映射 ,我 们 已 建立 保持 乘法 运算 的 对 应 
大: TXT=[7]. 如果 zoEXX, 记 yo 二 f(xo), 则 当 aExi(X,xo) 时 ， 
C0) Ez《Y ,yo). 因 此 所 在 m(X,xo) 上 的 限制 fr: Tt(X,z0) 一 
Tm《Y ,yo) 是 一 个 同 态 ， 

定义 4.6 如 果 / :XY 连续 ,zo€E 义 ,yo 一 f(xo), 称 同 态 
/rm(CXzro) 一 xi( 了 ,yo) 为 了 诱导 出 的 基本 群 同 态 ， 

注意 这 里 基点 ze 是 可 以 任意 取 的 . 因此 f 诱导 出 许多 基本 群 
同 态 ( 对 每 个 点 xGX 有 一 个 同 态 ) ,它们 都 记 作 广 . 

命题 4.9 设 f:X>Y,g :YZ 都 是 连续 映射 ,zoE 和 yo 
= (zo) ,zo=g(yo). 则 

(g° = gr fe: mK To) 一 TBZ yzo). 

证 明 设 eEm(CXz). 取 acEa 则 

(go ND) = lg fa =g(f ae) 一 go 大， 上 

显然 ,车 i : X>Y 是 恒 同 映射 , 则 

jd : w(K ,zr0) > A (RK, To) 
是 恒 同 自 同 构 , 即 id(@) 一 a,Ya€n (Xx). 
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定理 4.1 若 f :XY 是 同 凸 映射 ,zo EX ,yo 一 (zo), 则 
(xo) 一 Tm(Y ,yo) 是 同 构 . 

证 明 设 g 是 了 的 逆 映 射 ,g 导出 同 态 gr : ma(7,y) 一 
A1( 久 ,XT，). 由 命题 4. 9. 

gr “fr = (gg° r= idr: MX, Lo) > A XL) 

是 恒 同 同 构 , 同 理 fg : my(Y ,yo)>m(Y, yo) 也 是 恒 间 同 构 .内 
此 所 与 g; 是 一 对 巨 逆 的 同 构 。 下 

定理 说 明基 本 群 是 拓扑 不 变量 . 


2.4 基本 群 与 基点 的 关系 


基本 群 是 由 空间 和 基点 共同 决定 的 . 那么 同一 空间 在 不 同 基 
点 处 的 续 本 群 有 什么 关系 ? 下 面 回 答 这 个 问题 . 
先 设 x 与 zi 是 在 XX 的 同 
一 道路 分 支 中 的 两 点 . 设 是 从 
xzo 到 x 的 一 个 道路 类 . Ya& 
mKX sr) tawEm Xn). | 
是 ,由 ws (0) 一 wtaw 规定 了 内 
应 os :n(x0) > (Xz) 图 4.8 
(图 4-8). 
定理 4.2 若 w 是 从 zz, 到 zz 的 道路 类 , 则 
(1) 如 果 wr 是 从 xz) 到 zs 的 道路 类 , 则 
Cw )s = yo we: TK > TKS) 
(2) ws! fi(Xzo) 一 CCXzi) 是 同 构 . 
证 明 (1) 假设 xEmCX,zro)， 
wo ) a (0) = Cw ) law = ww daw) ew 


一 wh ° wn (a). 
(1) 得 到 证 明 . 
《2) 任 取 a,8ERwCX ,zo), 则 
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wa CO ws (PB) = wr ao! Bw 
二 wr-'aBw 《用 命题 4.8) 
一 ws CaB). 
因此 wr 是 同 态 . 

根据 (1) ,os 。ws 一 (ww)s 一 《es,)s 显 然 是 异同 同 构 ; 同 理 
us“。oail 也 是 恒 同 同 构 . 因此 wx 是 同 构 ,os 是 它 的 道 ， 上 

从 定义 容易 看 出 , 当 wEx(X,zo) ,ws 是 my(X ,zs) 上 的 一 个 
内 自 辣 构 . 

至 此 ,我 们 已 证 明 , 当 zz, 与 x, 属于 X 的 同 -道路 分 支 时 ， 
TX zo) 衬 m(X,z), 并 且 从 x 到 xz; 的 每 个 道路 类 都 决定 从 
五 (X,zo) 到 为 (Kx 的 一 个 同 构 , 一 般 地 这 个 同 构 与 道路 类 的 选 
择 有 关 . 

如 果 X 是 道路 连通 的 , 则 它 的 基本 群 的 同 构 型 与 基点 的 选择 
无 关 . 这 个 同 构 型 就 叫 作 X 的 基本 群 , 记 作 mi(X). 

定义 4.7 道路 连通 并 有 平凡 基本 群 的 拓扑 空间 称 为 单 连通 
空间 . 

例如 瑚 江 以 及 欧 氏 空间 的 任何 凸 集 都 是 单 连通 的 . 

命题 4. 10 设 4 是 XX 的 一 个 道路 分 支 ,Tz。E€4,i: 4 天 是 
包 售 映 射 . 则 


i MTA To) > MX, xo) 
是 同 构 . 

证 明 设 = 是 X 上 在 xzo 处 的 闭路 .ae(7) 是 道路 连通 的 ,并 且 
包含 性, 因此 2(7DC4. 这 样 < 也 可 看 作 4 中 的 道路 ,由 此 得 出 志 
是 满 的 

如 果 在 关中 ,a 入 co . 则 已 的 像 也 是 包含 ze 的 道路 连通 子 
集 , 从 而 在 4 中 . 这 说 明 在 4 中 也 有 a 全 es. 由 此 得 到 i 是 单 
的 ， 上 

设 zzt 在 X 的 不 同 的 道路 分 支 中 . 记 4, 是 包含 x 的 道路 
分 支 , 命 题 说 明 mw (XX,z.) 衬 m4.(4,) ,i 一 0,1. 一 般 来 说 ,xi (4,) 与 
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zi《4)) 是 没有 什么 联系 的 . 因此 当 ze,zi 不 在 同一 道路 分 支 中 时 ， 
五 ( 屋 ,zo) 与 和 CCXz) 没 有 关系 , 


习 是 


]. 设 卫 是 平凡 拓扑 空间 .证 明 对 任何 x,E 关 ,tw( 玉 ,xo) 是 平 
凡 群 . 

2， 设 习 是 离散 拓扑 空间 ,meEXX. 证 明生 (mm) 是 平凡 群 . 

3. 设 ze 是 (R,m)( 见 第 二 章 8$ 6) 的 一 点 ,证 明 (CR,r) 在 z 的 
基本 群 是 平凡 群 . 

4. 设 了 :和 > 了 连续 ,和 入 ,op 一 zii 一 0,1 记 癌 是 从 
到 zx, 的 道路 类 . 证 明 下 面 的 同 态 图 表 可 交换 ， 


Ti (Kt,) mY ,yo) 
on fre 
x (X71) 上 TY 


5. 设 4 是 天 的 收缩 核 ,i :4 一 区 是 包含 映射 ,~ : x 一 4 是 
收缩 映射 .证明 YzoEA4z : zr (4 ,zo)>m 《区 ,zx,) 是 单 同 态 ,r: 
和 ( 久 ,zo) 习 zi (4,zo) 是 满 同 态 . 

6， 设 叉 单 连通 ,a,b 是 XX 中 有 相同 起 ,终点 的 道路 ,证 明 a 个 
b. 

7. 设 ws ， wn 是 xz 到 x 的 两 个 道路 类 .证明 ws 一 ws : 
0 ww 在 Kt (天,zw) 的 中 心 电 ( 即 
ax 与 任 一 aE€xi《 六 xo) 都 可 交换 :ow -ia 一 au 1). 

8. 证 明 若 zoszz 在 美的 同一 道路 分 支 中 , 则 从 zo 到 zi 的 任 
一 道路 类 决定 相同 的 同 构 志 一 >x,( 关 ,zo。) 是 交换 群 . 

9， 试 直接 构造 从 (ab)c 到 aac) 的 定 端 同 伦 . 
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$3 3S "的 基本 群 


基本 群 的 定义 不 是 构造 性 的 ,不 能 用 米 计 算 基 本 群 . 事实 上 也 
不 存在 对 任何 空间 都 有 效 的 一 般 计算 方法 . 因此 基本 群 的 计算 就 
成 为 我 们 所 面临 的 问题 . 许多 有 效 的 方法 都 是 利用 基本 群 的 性 质 
以 及 “' 些 技巧 ,把 所 作 计算 转化 为 求 较 简单 空间 的 基本 群 . 当然 ， 
这 些 较 简单 空间 的 基本 群 必须 会 算 . 本 节 所 讲 的 8" 的 基本 群 就 经 
常 作为 求 其 他 空间 基本 群 的 基础 . 


3.1 5S! 的 基本 群 


5S' 的 基本 群 训 以 作为 下 章 中 的 复生 空间 理论 的 一 个 应 用 而 
得 到 . 它 在 基本 群 的 计算 和 应 用 中 的 地 位 是 非常 重要 的 ,因此 我 们 
还 是 要 先 介 绍 . 一 个 比较 初等 的 计算 方法 . 

把 5S' 看 作 复 平面 上 的 单位 圆 ,S 一 (zGC| 1 z1 = 二. 取 z 一 
1E3: 作 基点 . 

设 ae 是 基点 为 ze 的 闭路 , 当 # 从 0 变 到 1 时 ,aC0) 从 zo 出 发 在 
S1 上 运动 ,并 回 到 z。, 就 像 一 个 赛跑 运动 员 从 跑道 上 的 一 点 出 发 ， 
最 后 跑 回 起 点 . 首先 ,我 们 将 规定 a 的 “ 圈 数 "概念 ;然后 再 说 明 轿 
数 就 是 判别 闭路 定 端 同 伦 的 数量 标志 ,由 此 得 出 于 CS: ,ze? 的 结 
构 . 

规定 连续 映射 ; E' 一 5! 为 GD 一 e”, 它 在 计算 中 起 了 关 
键 性 作用 . p 在 局 部 上 是 同 凸 的 : 记 攻 二 《tf 十), 则 plJ :JS 
是 嵌入 映射 : 记 记 = P|1J: J 一 5M\{e™) ,p, 是 辐 胚 映射 .并 且 

Pp (SN\e™)) = (7 (图 4-0). 


p 
7 ， 设 江 是 一 个 白 扑 空间 ,三 : X 一 5 
连续 .到 囊 的 连续 映射 了 ”: X 一 ' 如 


Xx / 5! 。” 果 满足 p。 了 二 f, 即 左面 的 映射 图 表 可 


图 4-9 
交换 , 则 称 了 是 /的 一 个 提升 . 


引 理 1 如 果 了 不 满 ,zi EX,i1€ 8' 使 得 p(t1) 二 f(x1), 则 存 


f 了 了 ,使 和 本 

在 /的 提升 了 ,使得 J 
fr) = ttn tl 
证 明 由 于 /不 消 ， 

可 取 z 一 e" 七 /CX) . 则 Wd je 


JCYCSN{z). 由 于 ,27 
pO) 一 f(r) 才 z, 存 在 x J 
整数 ,使 得 € J 
(图 4-10). 规定 z= 

7 =in pa sf, 图 4.10 
这 里 t+ : Jsw 吾 : 是 包含 映射 ,于 是 

六。 了 一 户 s ip 
一 pr pi 了 一 了 

并 且 不 难看 出 了 (z0=6， 了 


引 理 2 设 a 是 S' 上 的 道路 ,t,€ 使 得 p(to) 二 a(0), 则 存 


在 a 的 唯一 提升 ,使 得 4(0) 二 to. 
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证 明 存在 性 取 自 然 数 mm, 将 了 等 分 成 mm 个 小 区 间 :7iv7s， 
,= [让 ); 合 和 41.6 一 1.2.… mm) 不满. 利用 引 


理 1, 顺 次 规定 al1 的 提升 各 ,使 得 2 CD) 一 bgsi[ 记 | 一 z| 二] ， 
Yi 二 1,2.…,m - 1, 根据 粘 接 引 理 , 由 各 个 记 并 合成 的 映射 立 : 
TE' 是 连续 的 , 它 是 a 的 提升 ,并 且 400) 一 6,(0) 一 t. 

唯一 性 设 Z,' 剖 是 a 药 提 和 . 作 /=& 一 a :I>E'l.YtiE1， 
PIGV=p Aa) pa 0) /pu =al) /alt)=1, 
此 f() 是 整数 ,但 / 是 连续 的 ,T 连通 ,因此 它 定 是 常 值 函 数 .如 
果 (0)==&(0), 则 了 0) 二 0, 从 而 fC) 二 0,Y1E 7, 即 a (一 404) 
一 0,YiE1. 于 是 2 =a. 1 

在 唯一 性 部 分 的 证 明 中 我 们 已 说 明 , 同 一 道路 a 的 两 个 提升 
如 与 型 相 差 一 个 常数 ,因此 2&0) 一 201) 一 2 (0) 一 &(0), 或 2(1) 
一 a1(0) 一 21) 一 8(0), 即 a(1).-a(0) 是 与 提升 & 的 选择 无 关 , 完 
全 由 a 决定 的 常数 . 如 果 a 是 基点 为 x, 的 闭路 ,就 你 这 个 常数 为 < 
的 轿 数 , 记 作 g(a), 即 

qla) :=a(1) 一 200)， 

这 里 立 是 a 的 任 -提升 .9(a) 是 整数 (因为 z5(00) 和 261) 都 是 煌 
数 ). 

引 理 3 没 a, 6 足 S 上 基点 为 e 的 两 条 人 闭路， 使 得 Yrc 了， 
ad) 天 800), 则 9(e) 一 406). 

证 明 取 a 和 的 提升 8 和 和 5, 使 得 00) 一 500) 一 0. 规定 /一 
2 一 5, 则 了 是 7 上 的 连续 蚌 数 ,/(0) 一 0. 如 果 gla) 了 关 q(6) ,不 妨 设 
ze)>doG), 则 FG) 一 eta 一 9G) 是 自然 数 , 从 而 有 ET 使 得 
AD 一 水 ,地 8(D) 一 5 十 证 .于 是 4(D 一 em 一 一 er 一 
一 6CD， 与 条 件 矛盾 ，‖ 


引 理 4 设 e 光 是 S$S 上 基点 为 ze 的 闭路 , 则 (xz) 一 4C2) 
< uh. 
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证 明 ”一 一 . 设 妃 :as 六 记 六 是 妞 的 上 切片 ,YeE 由 
于 妃 是 一 敏 连 续 的 ,存在 5>0, 使 得 lt 一 t: < 时 ,ysETA CS) 
天 一 名,G). 由 引 理 3,g 4) 一 q Ch,). 于 是 bh) 不 依赖 半 4.g(a) 一 
g Ch) = ) =—966). 
一 一 作 3,6 是 a,5 的 提升 ,使 得 a(0) 一 %《0) 二 0. 则 301) 
一 gta) 一 q(6) 一 5(1). 因此 &,5 是 上 有 相间 起 终点 的 道路 ,从 
而 db,a=p "dpb=6 | 
定理 4.3 mm(S' ,zo) 是 自由 循环 群 . 
证 明 设 aEm(S!,zo)， 规定 gla) 二 qla),a Ea 得 到 映射 
2 :TS ,zo) >Z. 
设 a=(a),B 二 (8). 作 a 的 提升 和 ,使 得 &(1) 二 500), 则 
&.5 是 a6 的 提升 . 它 的 起 .终点 为 (0) 和 8(1) ,于 是 
ql(ap)= $1) — a(0) 
= 81) — $0) + a(1) — 0) 
= g(a) + g(6) = go) 十 909)， 
这 说 明 9 保持 运算 ,是 同 态 . 引 理 4 说 明 9 是 单 同 态 . 
记 a :TS 为 ao(D 一 ee” ,显然 g(ao) 一 1,g9((ao)) 二 1 对 
任何 正 整 数 n,q(《ao)") 二 ,gC《ao)") 一 一 4, 因 此 g 又 是 满 同 态 , 从 
而 是 同 构 . 于 是 ,x,(5',z。) 是 由 《ao) 生 成 的 自由 循环 群 。 上 


3.2 # 关 2 时 ,S" 单 连通 


S”(tn 之 2) 是 道路 连通 的 ,下 面 证 明 ri (CS") 平 凡 . 

命题 4 11 设 X,,X: 都 是 X 的 开 集 ,其 中 X, 是 单 连通 的 ， 
并 且 X,UX, 一 卫 ，X, 门 X: 非 空 ， 道 路 连通 ， 则 有 i : mCX) ,2z0) 
一 mm(X,zo) 是 满 同 态 ,这 里 i : XX, 习 X 是 包含 映射 ,ro EX1. 

证 明 只 须 证 明基 上 以 mm 为 基点 的 任 一 闷 路 a 定 端 同 伦 于 
XX, 上 的 闭路 . 记 X, 二 Xi 门 X. 

记 U=aT CX) ,i 一 1,2. 则 {U.,U,) 是 了 的 开 覆 盖 . 记 5 是 它 
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的 Lebesgue 数 . 取 止 整 
数 吉 之 二 ,等 分 为 
小 段 . 则 每 个 小 段 包含 
在 UU 或 U; 中 .如 果 分 
割 点 不 在 NU 中 , 则 
它 所 在 必定 包含 与 它 
连接 的 那 两 个 小 段 . 把 
这 样 的 分 割 点 去 掉 , 得 
到 了 的 一 个 新 的 分 割 , 它 
We 的 每 个 分 割 点 都 在 5 中 
如 中 ,每 个 小 区 间 都 包含 在 局 或 已: 中 . 
设 荆 二 L466]G 一 1.2,…, 和 是 所 有 不 在 U, 中 的 区 间 . 于 是 就 
有 Vi, a(I)CX， 且 4), alt )EX,， 作 如: 1, 一 Xo。， 便 得 
DI) ti) sh(4) 一 a (414), 由 于 X, 单 连通 ,有 :all 二 
brel lis} ($2 习题 6)( 图 4-11). 作 道路 5b: IX 为 


bt) +tEL,, 
br) =| 


4(f)， 其 他 ; 
作 I7: IXI>X 为 
Hi, ,3), I, 
HOD) = | ‘0 i€ 
al(t), 其 他 ， 


则 2ODOCX Best § 

推论 苦 和 是 它 的 两 个 单 连通 开 集 X,,X; 的 并 集 , 并 且 和 
门 X, 非 空 ,道路 连通 , 则 和 也 单 连通 . 

证 明 因为 X,,X, 单 连通 ,所 以 它们 都 道路 连 道 . 又 因为 它 
们 相交 非 堂 ,所 以 它们 的 并 集 关 也 道路 连 道 . 

根据 命题 4. 11,Yxo EX 门 Xs,m(X,Yo) 二 i Cm(X1,z0o)) 是 
平凡 样 . 上 

当 n 基 2 时 , 取 S" 上 两 点 zz,72. 记 名 =5"\{z) Gi 二 1,2), 则 
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XX, 宇 E"! 呈 单 连通 的 ,X, 门 X, 空 E"'"\{O} 是 道路 连通 的 , 用 推论 ， 
得 出 S" 是 单 连 通 的 . 


3.3 了 的 基本 群 


7T? 二 S'XS!, 我 们 先 证 明 关于 乘积 空间 基本 群 的 一 个 定理 ,用 
它 求 出 7? 的 基本 群 . 

定理 4.4 设 z,EX,yEY, 则 

mK XY, rey0)) 宇和 (和 ao) X mY ,yo). 

《右边 记号 *“X ”表示 群 的 直 积 . ) 

证 明 规定 9: A (XXY, Cro yo)) >T (XRT) XTCY , yo) 为 

FD GO GIO) YYE MXXY, zy), 

其 中 志和 分 别 是 XXY 到 六 和 Y 的 投射 .gp 显然 是 同 态 . 

9 是 满 同 术 Ya= (a)Ex (X,zo),B 二 (5)Em(CY,yo), 作 XX 
义 了 中 的 闭路 c 为 c(D 一 (an ,GD 则 (xc 一 人。c 一 
a) 二 a, 间 样 地 (9,)(《e)) 一 46)=B 于 是 (0)) 一 (a, 户 . 

是 单 同 坊 设 y07) 一 1,cEY. 于 是 j* cei,j "ce 记 
日 :jewG! joc 人 ey 规定 FP: 1XI>XXY 为 FG 由 一 
《如 G71).Olss 引 ). 容易 验证 :Cc 守 ele 为 (zoom) 处 的 点 道路 )， 
内 此 7> 一 (人 一]， 

应 用 此 定理 到 T 上 ,得 到 mmT) 兰 ZXZ. 


一 吹 

对 任何 正 整数 a, 有 (77) 宕 ZX…XZ 一 2 

推论 7T? 闫 5. 

证 明 ”基本 群 是 拓扑 不 变量 ,而 xz,《T?) 关 mw《5 ) ,因此 位 关 
S2， 1] 

习 是 

1， 设 映射 /: S' 一 S! 规定 为 /(z) 二 一 z， 试 描述 同 态 大: 

TS ,DAS , —1). 
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2， 设 上: 5 -SS 规定 为 /(z) 一 ww，n€2Z， 试 描述 同 态 大 : 
TS >A (5!,1). 
3. 设 Ag : (3 1) 一 (了 ,yo) 都 连续 , 且 /r=g: :ma(3 1) 一 
m(Y,y》, 证 明 上 一 grell. 
4. 设 和 由 两 个 相 切 的 贺 
周 梅 成 (图 4-12), 切 点 记 作 
za- 了 是 一 拓扑 空间 . 连续 映射 
f,g:X>Y 满足 (x6) 一 
8《z0) 一 Yo: 证明 如 果 太一 ge: 
TX Om, yf 
图 4-12 & relzro. 


5， 证 明 平 环 的 基本 群 是 自由 循环 群 . 由 此 说 明 平 环 与 D 不 


6， 举 例 说 明 ,命题 4.11 中 X, 门 X: 道路 连通 的 条 件 不 可 缺 
少 . 
7， 证 明 车 xEE*,U 是 x 的 邻 域 , 则 UN\{z} 不 单 连 通 . 


§4 基本 群 的 同 伦 不 变性 


本 节 穿 插 着 讲 两 方面 的 内 容 : 拓 扑 空间 的 同 伦 等 价 和 基本 群 
的 同 伦 不 变性 , 前 者 介绍 拓扑 空间 集合 中 的 一 种 新 的 等 价 关 系 , 并 
讨论 各 种 常用 情况 ,它们 都 是 代数 拓扑 学 的 重要 的 基本 概念 ;后 者 
包括 同 伦 的 映射 导出 的 基本 群 同 态 间 的 关系 以 及 基本 群 的 伦 型 不 
变性 ,它们 在 基本 群 的 计算 和 应 用 中 起 了 十 分 重要 的 作用 . 


4.1 同 伦 的 映射 导出 的 基本 群 同 态 间 的 关系 


设 fg : XY, 于 是 了 可 以 逐渐 地 变 为 g, 那 么 基本 群 同 态 
万 也 应 该 “逐渐 地 " 变 为 gr. 也 就 是 说 所 与 gr 应 该 有 着 密切 的 联 
系 , 下 面 来 探讨 这 种 联系 . 
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取 定 mEX. 记 =.A(zo,=&(ro). 般 来 说 办 天 % ,因此 
万 和 8 是 从 和 CR,zo) 分 别 到 不 同 群生 (yo 和 和 (yi 的 两 个 
同 态 . 设 吾 : /一 g, 帅 友 国 一下 ECzoiEE7, 规 定 了 革 中 从 加 到 
2 的 道路 ww, 称 为 五 在 zx 处 的 踪 . 记 和 二 {ww), 由 定 奎 4.2 知 .有 
同 构 w :CY ,yo 一 ma 人 yn) 

定理 4.5 gr 二 wen。 fr :miCXzo my), 即 图 表 


ti(Y ) 
fs 


Xr) ws 
> 
TY y) 
可 交换 . 


证 明 Yta) Em(X,zo), 要 验证 gCa))=ws《Jfrl《a))), 即 
wg °° Aa) =(f aw 或 wlg * a) a)w. 

规定 五 : JXI>Y 了 为 R= 有 (a(s),f)( 图 4-13). 记 刀 , 拉 ， 
co 和 ce 是 TXT 虐 的 道路 ,规定 为 :hb 二 (2 ,0(2) 二 (20) ,i 一 
0,1. 寺 是 太 。 0 一 wwsi 一 0,1; 让 一 /a,F。 机 一 g。a. 在 吓 集 I 
X71 上 ,道路 cp, 与 bc 有 相同 的 起 ,终点 ,从 而 cob 守 6oc,, 此 式 鸯 
边 都 与 复合 ,得 到 wg oC-ew 上 


[= 和 一 四 人 


图 4-13 
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定理 4.5 说 明 . 当 -=g 时 ,六 与 gr 相差 一 个 同 构 . 因此 它们 
会 具有 许多 共同 的 性 质 . 例如 当 其 中 一 个 是 单 同 态 (或 满 同 态 ,或 
间 构 ?时 , 另 一 个 也 是 . 如 果 了 鹤 伦 , 则 f 是 平凡 同 态 . 


4.2 拓扑 空间 的 向 伦 等 价 


定义 4.8 设 XX 与 Y 为 两 个 拓扑 空间 如 果 存 在 连续 映射 
了:X>Y 和 g :Y>X, 使 得 
g° fidx:X~>X, 
fegidy:Y >Y, 
则 说 和 与 了 是 同 伦 等 价 的 (或 有 相同 的 伦 型 ), 记 作 XX 守 Y. 称 了 了 
和 8& 为 周 伦 等 价 (映射 ). 称 g 是 /的 一 个 周 伦 道 ,反之 /也 是 & 

不 难 验证 (验证 过 程 略 》, 同 伦 等 价 是 拓扑 空间 集合 中 的 等 价 

关系 . 并 且 , 每 个 同 耳 映 射 /: XY 都 是 同 伦 等 价 , 因 此 X 兰 Y 
XY. 但 X~ 了 推 不 出 7Y. 也 就 是 同 伦 等 价 是 比 同 耳 更 
广泛 的 等 价 关系 . 每 个 同 伦 等 价 类 都 由 若干 个 同 亚 等 价 类 所 构成 . 

同 耳 映射 的 逆 是 唯一 的 ,而 同 伦 等 价 (映射 ) 的 同 伦 逆 却 不 是 
唯一 的 ,它们 构成 一 个 映射 类 (本 节 习题 3). 

例 1 已 一 到. 

记 > :所 > 为 r(x,y) 一 x i 下 为 i(z) 一 (zr,0), 则 
roi =idp: E>BEsior~>ide: E>E: ,规定 H': EXI>E 
为 Czy 一 (zwty), 则 五 是 i。r 到 ids 的 一 个 同 伦 . 

显然 外 关 ,因为 E' 去 掉 一 点 就 不 连通 ,E? 则 不 然 . 

例 2 对 任何 拓扑 空间 X,X XI 二 X. 

记 j: XXI>X 是 投射 io: X 一 XXI 为 io(zx) 一 (zx;0)， 则 
7 sp 一 idxiie。 之 idxxi. 《请 自己 构造 同 伦 . 》 

因为 平 环 是 S'X 了 ,所 以 它 与 5' 同 伦 等 价 . 

命题 4.12 车/ :XY 是 同 伦 等 价 ,zo6€EXX,y6 一 f(zo), 则 
fr :TT (XX,zo) 玉 xa(Y ,Yo) 是 同 构 . 

124 


证 明 设 g 是 f 
的 一 个 同 伦 逆 . 8 Cy》 
三 :25 图 4-14), 因为 
有 "了 一 idqx ,所 以 
gr 六 8 fs 
和 (Xi ) AX, 
2 与 id。 :mm (XX ,ro) 
一 ma(X,zi) 相差 一 
个 同 构 (定理 4. 5)， 图 4 
而 id, 是 恒 同 同 构 ， 因 此 g.。 fi 是 同 构 ， 从 而 fo : r(CXzo) 
mi(Y,) 是 单 同 态 ，&- : XU(Y ,yo)~>xmy《X,x1) 是 满 同 态 ， 再 利用 
f。g 之 idy ,用 同样 方法 推出 gs: xm (7,y) 一 xi(X,zD 是 单 同 态 . 
于 是 g; 是 同 构 ,从 而 矿 : mm (CX,zo) 一 mm (7, 加 ) 也 是 同 构 ， 上 
作为 直接 的 推论 ,有 
定理 4.6 车 XX 人 7, 县 它们 道路 连通 , 则 x,(X) 衬 x,(Y). 
利用 这 定理 ,可 把 计算 一 个 空间 的 基本 群 问题 转化 为 求 伦 型 
相同 而 比较 简单 的 空间 的 基本 烙 . 例如 从 平 环 一 S: 和 (5') 守 Z， 
得 到 平 环 的 基本 群 也 是 自由 循环 群 . 
根据 这 个 定理 ,基本 群 还 可 用 来 判定 空间 不 同 伦 等 价 . 例如 平 
环 与 /7 不 同 伦 等 价 , 因 为 平 环 的 基本 群 是 自由 循环 群 ,而 zx CD) 
平凡;T* 尖 5? ,因为 z+.(T”) 守 ZXZ¥m (5S). 


4.3 ”形变 收缩 核 


许多 常见 的 空间 间 伦 等 价 的 例子 直接 或 间接 地 和 形变 收缩 核 
概念 有 关 ， 
定义 4.9 设 A 是 六 的 子 空间 ,i : A 一 X 是 包含 映射 . 如 果 
存在 收缩 映射 +r，X 一 4( 即 + 。i 一 id4: 4 一 4), 使 得 i。r 守 
idx : XX 一 XX ,就 称 4 是 天 的 一 个 形变 收缩 核 . 
显然 ,~ 与 i 是 一 对 互 为 同 伦 逆 的 同 伦 等 价 . 因此 A 二 区 
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设 苹 是 从 idx 到 ;的 -个 同 伦 , 则 


H(l4,0)=7x, YEX， (1) 
HC DEA, YrEX, (2) 
Hlal)=a, Yau€ lA. C3) 


定义 4.9a 设 4 是 的 子 空间 ,连续 映射 吾 : XxT- 区 如 
果 满 足 上 述 二 个 条 件 (1) ,C2),(3) ,就 称 右 是 到 4 的 一 个 形变 
收缩 . 

十 是 , 当 4 是 六 的 丧 变 收缩 核 时 ,就 存在 从 义 到 4 的 形变 收 
缩 .反之 ,当政 是 从 XX 到 4 的 形变 收缩 时 ,可 规定 收缩 映射 + : X 
一 4, 使 得 jo rlr) 一 H(zx,1), 则 日 :idx 守 i。r ,从 而 和 4 是 XX 的 
形变 收缩 核 . 因此 ,形变 收缩 核 与 形变 收缩 只 是 同一 件 事 的 两 种 不 
同年 尺 方式 ,它们 分 别 从 空间 和 了 映射 这 两 个 不 同 角 度 作 载 述 . 

例 3 把 乘积 空间 XXI 的 子 集 ,二 XX{s) 称 为 它 的 s- 切 
片 . 则 每 个 :- 切 片 都 是 XXI 的 形容 收缩 核 . 

取证 5, 则 XXXI 到 X, 的 一 个 形变 收缩 可 规定 为 

再 (zso) = (x,(1 — &)s 十 to 
例 4 5S” !' 是 E"\{0} 的 形变 收缩 核 . 形变 收缩 H 可 规定 为 
z 

Tz 
相应 的 收缩 映射 是 由 r(x) 一 二 | 所 规定 的 映射 (图 4-15). 

如 果 久 CE",4 是 X 的 子 集 , 且 有 收缩 映射 +: X 一 4, 使 得 
rr)CX,YxEX, 则 i。r 与 idx 闻 可 建立 直线 同 伦 ,因而 4 是 X 
的 形变 收缩 核 . 特别 地 , 当 X 是 凸 集 时 , 它 的 每 个 收缩 核 都 是 形变 
收缩 核 . 

例 5 XxX{0)US"!'XxI 是 "XI 的 形变 收缩 核 (图 4-16). 

车 "XI 看 作 包 1 的 子 集 


HCD = -Dr+t 


rxI- {Grad | Dz el)}, 
人 


则 它 是 一 个 山 集 ， 为 了 说 明 结论 只 须 作 一 个 收缩 映射 以 点 
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忆 (0，， 
0 US !xIT 上 (图 


4-15 


司 416 


0.2) 为 中 心 作 中 心 投射 7, 将 P"XI 上 各 点 映射 到 DD"x 


YrE 1" XI,r(z) 是 连结 了 与 x 的 直线 与 P" 


X {901S"™1XI 的 交点 ), 则 7 是 收缩 映射 . 


OU DH) 


(by 


图 4-17 


例 6 图 4-17 中 的 三 个 图 形 (a),(b) 和 (Cc) 互 相同 伦 等 价 , 因 
为 它们 都 是 挖 去 了 两 点 的 平面 的 形变 收缩 核 ,图 4-18 是 E\{O,， 


OO 到 


划 用 从 画 


心 作 的 中 心 投射 瑞 到 


4-17《a) 图 形 的 一 个 收缩 映射 x 的 图 示 ( 两 个 圆 内 的 点 分 
圆周 上 , 左 ( 右 ) 侧 部 分 映 到 x 


(x2) ,两 圆 的 FE( 下 ) 方 部 分 作 垂直 向 下 (F) 投 影 ) YzE EN\0,， 


Ca) ,x 
的 形变 


图 4-17 中 (a),(b),(e) 这 三 个 


x7(7T)CEN\{OL,Os) ,因此 图 4- 
收缩 核 . 


17 中 Ca) 图 形 是 E\{O, ,0;} 


形 互 相 不 同 旺 ,并 且 ,任何 一 


个 不 能 伐 入 到 另 一 个 图 形 中 ,因此 它 
和 到 4 的 一 个 形变 收缩 召 如 果 保 持 4 中 的 点 不 动 , 即 形变 


站 之 间 没有 形变 收缩 核 现象 . 
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图 418 
收缩 定义 中 的 条 件 (3) 改 成 
Hila) =a, YaEA, ET 《3 ) 

则 称 五 是 一 个 强 形变 收缩 , 称 4 是 和 的 强 形变 收缩 核 . 这 时 有 
日 :idx 守 i。r relA ,于 是 , 强 形变 收缩 就 是 保持 形变 收缩 核电 的 
每 一 点 不 动 的 形变 收缩 . 

上 面 几 个 例子 中 出 现 的 都 是 强 形变 收缩 ( 核 ). 下 面 例 中 的 形 
变 收 缩 核 不 是 强 形变 收缩 核 . 

例 7 设 X 是 所 的 能 形 子 集 ( 见 第 二 章 85 例 3),ACX 是 了 


轴 ( 图 4-19). 规定 X 到 4 的 形变 收缩 五 为 
(x,(1 一 3t)y)， os 二 ， 
HOEDD =102— ,0)， 寺 所 + 世子 ， 
(0, C3: 一 2)y)， EE 


因此 A 是 X 的 形变 收缩 核 .但 是 不 存在 多 到 的 强 形变 收缩 (请 
读者 自己 证 明 )， “ 
下 面 我 们 给 出 构造 一 个 商 空 间 的 形变 收缩 的 有 用 方法 . 
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C0) [下 


回 CO) 


图 4-19 

命题 4.13 设 了 :处 -*Y 是 商 映射 ,4CX,B=f(4). 如 果 坟 
是 到 A4 的 ( 强 ) 形 变 收缩 ,并 且 满 足 条 件 ; 当 z 之 z 时 ,YiE17， 
吾 (zyt) 之 H(z',), 则 存在 了 到 B 的 ( 强 ) 形 变 收 纺 ， 

证 明 规定 G+: YXIYY 为 ”yy Hg oy 
Gy) 一 fCH(z:t)), 其 中 
六 1《y). 吾 满 足 的 条 件 保证 了 /x 
G 是 确定 的 ， 并且 G。(f Xxidi) 
二 /。HH.( 见 右 曾 图表) 根据 定 。 YX/ ° Y 
理 3.3, 了 X idi 是 商 映射 . fH 是 连续 的 ,根据 定理 3. 1a,G 连续 ， 

YyEY, 取 zxEf71(y), 则 Gy,0) = 了 H(z,0))=f (7)=y; 
Gy ,1D)=f(H(z,1D)EJ(4) 一 B.Y65E B, 取 及 中 点 a€ /1(b)， 
则 GE,D=f(H(a,1))=f(a) 一 4. 于 是 GCG 是 Y 到 8 的 形变 收 
缩 . 如 果 已 是 强 形变 收缩 , 则 G6,t) = 了 CH Cast))==/(a)==b, 因 
此 G 也 是 强 形变 收缩 ， 下 

例 8 拓扑 锥 CX 以 锥 项 为 强 形变 收缩 核 . 

CX 一 和 XTAXKX{1), 记 了 :和 xz 一 CX 是 粘 合 映射 . 作 久 XT 
到 和 X {31} 的 强 形变 收编 吾 : (XX1)XI> 久 XI 为 

末 (zto5) = (x,(1 — t+ 5), 
则 五 满足 命题 4.13 的 条 件 ,从 而 五 导出 CX 到 锥 硕 f(XXx {1}) 
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的 强 形变 收缩 . 
例 9 M5bius 带 以 腰 圆 为 强 形变 收缩 核 . 


HH 厂区 


图 4-20 

记 是 Mebius 带 , 它 是 矩形 M 粘 合 两 侧 边 所 得 商 空间 . 记 
:MX 是 商 映 射 , 设 4 是 连结 M 的 两 侧 边 中 点 的 线段 , 则 
ff4) 有 是 和 的 腰 圆 ， 记 > : M 一 A 是 洪 竖 直方 向 把 MM 压 向 4( 图 
4-20). 则 从 idw 到 i。r 的 直线 同 伦 是 多 到 4 的 一 个 强 形变 收缩 ， 
并 且 满 足 命题 4. 13 的 条 件 ,从 而 导出 允 到 腰 圆 的 强 形变 收缩 . 

记 zo 是 腰 贺 上 一 点 ,a 是 以 zo 为 基点 ,并 沿 腰 圆 走 一 图 的 闭 
路 , 则 mi(X,zo) 是 由 4a) 生 成 的 自由 循环 群 . 

例 10 环 面 T? 去 掉 一 点 后 ,以 一 个 经 圆 和 一 个 纬 圆 的 并 集 
为 强 形变 收缩 核 (图 4-21). 


一 人 -一 


图 4-21 
设 村 为 一 矩形 ,O 为 MM 的 一 个 内 点 , 则 MN\{O} 粘 接 a 和 2 后 
得 到 7? 挖 友 一 点 . M 的 边界 卫 是 MANIO)} 的 强 形变 收缩 核 , 任 一 
强 形变 收缩 导出 六 去 掉 一 点 到 刁 粘 合 而 得 的 经 圆 和 纬 圆 的 强 形 
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变 收缩， 
用 同样 方法 可 以 说 明 , 任 何 闭 曲 曾 去 掉 一 点 后 ,可 强 形变 收缩 
为 巾 面 上 的 一 个 贺 束 ( 即 两 两 相交 于 问 一 点 的 -组 圆周 的 并 集 ) 


V5, 其 中 


CE 若 财 曲 面 是 n7? 型 ， 
m， 车 闭 曲面 是 mP? 型 . 
图 4-22 是 双环 面 的 情形 . 


赂 4-22 


4.4 可 缩 空间 


可 缩 空间 是 伦 型 最 简单 的 一 类 空间 . 

定义 4. 10 与 单 点 空间 辐 伦 等 价 的 拓扑 空间 称 为 可 缩 空 间 . 

所 有 可 缩 空 间 构成 一 个 空间 的 同 伦 等 价 类 , 它 是 最 简单 的 一 
个 等 价 类 , 可 缩 空间 是 道路 连通 的 (见习 题 4) ,并 且 是 单 连通 的 . 

命题 4. 14 如 果 义 是 可 缩 空间 , 则 YzEX 都 是 XX 的 形变 收 
缩 核 . 

证 明 从 久 到 {zx} 只 有 一 个 映射 , 记 作 7. 因 为 X 可 缩 ,r 是 同 
伦 等 价 . 由 于 XX 道路 连通 , {x+} 到 区 的 映射 类 只 有 一 个 ,从 而 哪 一 
个 前 是 > 的 同 伦 北 ( 习 题 3). 于 是 包含 映射 i: {x} 一 XX 也 是 7 的 
同 伦 逆 , 即 i。r 之 idx .这 说 明 {zx} 是 X 的 形变 收缩 核 ， | 

欧 氏 空间 所 及 EB" 中 的 凸 集 都 是 可 缩 空间 . CX 也 是 可 缩 的 ， 
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例 ? 中 的 空间 也 是 可 缩 的 . 下 面 给 出 两 


TA 个 直观 上 难以 想象 的 可 缩 空间 的 例子 . 
tm > 例 11 图 423 中 的 空间 X 是 这 
样 构造 的 ; 一 个 带 上 下 底面 的 贺 简 用 一 

截面 隔 成 上 下 两 室 , 每 一 室 再 在 另 一 室 


中 开 一 出 口 (用 与 简 壁 相 切 的 小 圆柱 面 

做 成 ). 很 难 直接 看 出 X 可 形变 收缩 到 

它 的 某 一 点 .但 X 确实 是 可 缩 的 ,因为 

它 是 实心 圆柱 体 的 形变 收缩 核 . 请 读者 

上 室 入 口 构造 一 个 从 圆柱 体 到 X 的 形变 收缩 . 

图 423 例 12 把 三 角形 的 三 边 如 图 

4-24(a) 中 所 示 粘 合 , 得 到 所 谓 “ 星 帆 ”， 

记 作 Q. 难 以 想象 Q 的 可 缩 性 . 但 它 也 确实 是 可 缩 的 . 下 面 给 出 此 
断 音 的 论证 概要 


图 4-24 


久 可 看 成 一 个 圆锥 体 的 侧面 粘 全 底 边 与 一 条 母线 而 得 商 空间 
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图 4-24(b)). 作 圆锥 体 的 商 空间 S, 它 是 把 圆锥 体 的 底 边 与 一 条 
母线 粘 合 ,而 得 到 的 (图 4-24(c)), 因为 圆锥 体 的 侧 而 是 圆锥 体 的 
强 形变 收缩 核 ,所 以 Q 是 5 的 强 形变 收缩 核 . 而 8 可 强 形变 收缩 
为 图 4-24(d) 中 的 图 形 ,而 后 者 是 一 圆 盘 . 这 样 5 可 缩 , 从 而 Q 也 
可 缩 .请 该 者 自己 补 出 以 上 论证 的 细节 . 


习 题 


1. 设 Y 道路 连通 , 且 mu(Y) 是 交换 群 .如果 fg : X>Y, 并 
上 对 EX, f(r) =g(zo) = yo 则 
fr = gr: MR A) > MY, yo). 

2. 设 f,g 都 是 5: 到 5 的 连续 映射 ,并 且 都 保持 1€ 5' 不 
动 . 则 fg<> /r=gr :m5 ,D>m (5 ,1). 
3， 设 A: XY 是 一 个 同 伦 等 价 , 则 了 的 所 有 同 伦 北 构 成 Y 
到 六 的 一 个 映射 类 . 

4. 与 道路 连通 空间 同 伦 等 价 的 拓扑 空间 也 道路 连通 . 

5，ro《X) 表 示 空 间 的 道路 分 支 的 集合 , 证 明 若 和 ~ 了 , 则 
Xo(X) 与 如 (了 ) 之 间 可 建立 一 一 对 应 . 

6. 若 召 是 4 的 形变 收缩 核 ,4 是 的 形变 收缩 核 ,对 8 也 
是 和 的 形变 收缩 尽 . 

7. 车 BCACX ,A 是 的 收缩 核 ,B 是 X 的 形变 收缩 核 , 则 
也 是 4 的 形变 收缩 核 . 

8 车 X,,X: 是 X 的 两 个 闭 子 集 ,XU Xs 一 X, 又 X, 二 XX, 门 
ZX 非 空 , 且 是 和 的 形变 收缩 核 . 则 X。 也 是 X 和 X; 的 形变 收缩 
核 . 、 

39.， 设 了 是 可 缩 空 间 ,证 明 任 何 拓扑 空间 到 了 只 有 一 个 映射 
类 . 

10. 设 了 是 Mebius 带 ,4 是 它 的 边界 ,roE4. 证 明 包含 映 
射 z: 4 一 X 诱导 的 同 态 ii : mm(4,zo) 一 zi(Xzo) 不 是 同 构 . 
11， 证明 Mabius 带 的 边界 不 是 它 的 收缩 核 . 
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12. 设 zo 是 六 的 边界 5S"! 上 一 点 .证 明 5" Ntzo} 是 DA 
{7a: 的 形变 收编 核 , 

13， 证 明 下 列 各 空间 互相 同 伦 等 价 : 

《1) 球 而 5* 加 一 条 直径 (图 4-25Ca))， 

《2) 在 环 曾 的 一 个 纬 贺 上 粘 接 ~ 个 圆 盘 ( 图 4- 25(b))， 


(3) 球面 S: 加 一 圆周 S!( 它们 相 切 ,图 4-25(c)). 


图 425 
14， 证 明 到 3e ,Yn>2. 
15， 证 明 D 关 DD”,¥ n>2. 
16， 设 1 是 E* 中 一 条 直线 . 证 明 x,CE*W) 是 自由 循环 群 . 


$5 基本 群 的 计算 与 应 用 


间 伦 不 变性 是 计算 基本 群 的 有 效 工具 .本 节 介 绍 计算 基本 凡 
的 男 个 常用 工具 :Van-Kampen 定理 , 它 也 能 把 复杂 空间 基本 群 
的 计算 转化 为 较 简单 空间 基本 群 的 计算 . 本 节 还 将 介绍 基本 群 的 
几 个 有 代表 性 的 应 用 . 


S.I Van-Kampen 定理 


Van-Kampen 定理 的 叙述 和 证 明 都 比较 复杂 ,并 涉及 到 较 多 

的 代数 概念 . 许多 文献 中 用 和 母 元 与 关系 这 种 表示 群 的 语言 来 叙述 

这 个 定理 . 本 书 中 采用 ~ -种 较 容易 接受 的 形式 来 表述 . 将 要 用 到 两 

个 合 的 自由 乘积 的 概念 ,该 者 可 以 在 附录 A 中 找到 它 的 定义 . 定 
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理 的 证 明 也 不 放 在 正文 中 , 列 为 本 书 的 附录 B. 附录 B 中 还 写 出 了 
用 母 元 与 关系 这 种 语言 来 叙述 Van-Kampen 定理 的 方式 . 

二 个 自由 循环 样 的 自由 乘积 中 称 作 秩 为 上 的 有 限 生成 自由 群 . 
在 每 个 自由 循环 群 中 取 定 生成 元 ,得 元 素 组 {falvaz…vet}, 则 该 有 
限 生 成 自由 群 的 每 个 元 素 都 可 唯一 地 用 这 组 元 素 表 出 ,因此 把 它 
称 为 由 feet 月 下 生成 的 自由 群 ,并 记 作 (aj ,es yar) 

易 证 (ai se x Fb sb) =F as ,a bi ). 

设 4 是 群 G 的 子 集 , 窟 G 中 包含 4 的 最 小 的 子 群 称 为 由 4 
生成 的 子 格 , 记 作 44); 把 G 中 包含 4 的 最 小 正规 子 群 称 为 由 4 
生成 的 正规 子 妖 , 记 作 54] 

定理 4.7(Van-Kampen 定理 ) 如果 拓扑 空间 XX 可 分 解 为 两 
个 开 集 X 与 X; 之 并 ,并 且 X, 二 Xi, 门 X, 非 空 , 道 路 连通 . 则 Yx。 
EXo, 有 

TK, To) A CK ,To) A (CK, ,To) 
/[ {GA a) a € mKXo, xo)}], 
其 中 以 : Xo>Xi(l 二 1,2) 是 包 仿 映射 . 

如 果 记者: Xi>X(=1，2》 也 是 包含 映射 ， 则 同 乱 《人 )。 + 
(XT) 一 zm (Xz0) 和 《iz) :加 (Xs,70) 一 Xi(X ,zo) 决 定 叭 一 的 
问 态 g: TCXiyx0) x my(XisXxp)>m (XX,zo) (习题 1). 定理 的 结论 
可 以 明确 地 表述 成 :pg 是 满 同 态 , 并且 Kerp = 
L(G Gam ) la € m(X6,zo))]. 这 就 给 出 了 定理 要 证 明 
的 两 个 方面 ,其 中 9 是 满 同 态 的 证 明 还 不 算 太 困难 (习题 2) ,麻烦 
的 是 另 -- 部 分 . 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 附录 BB, 也 可 在 参考 书 日 
[4] 和 [5] 中 找到 证 明 . 

定理 要 求 Xi ,X。 都 是 开 集 , 在 许多 情况 下 显得 不 方便 . 下 面 


S 这 缂 出 现 的 代数 术语 的 定义 都 可 参见 附录 A， 
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给 出 它 的 替代 形式 . 
定理 4. 7a 如 果 定 理 4.7 中 X,,X: 都 改 为 闭 集 ,并 且 X。 是 
它 的 一 个 开 邻 域 的 强 形变 收缩 核 ,其 他 条 件 不 变 , 则 结论 仍 成 立 . 
对 于 不 大 熟悉 代数 的 人 ,Van-Kampen 定理 的 结论 不 大 好 理 
解 ,也 不 好 应 用 . 好 在 在 本 书 中 只 在 下 列 两 种 特殊 的 情形 应 用 定 
理 , 对 代数 知识 的 依赖 要 少 得 多 . 
(1) X, 是 单 连通 的 ,这 时 结论 简化 为 
Ri (Kz0) EA Ks 70) A Kes To)s 
《2) X; 是 单 连通 的 , 则 
Ks,z0) ERK /Lm 
特别 当 zt,CX。6,70) 有 生成 元 组 4 时 , [lim] = [Gi1):(4)]. 


5.2 Van-Kampen 定理 应 用 举例 


例 1 回 束 V 5: 的 基本 群 


BH SS: 
图 4-26 
设 w=2,;X=SIV S54, 则 S, 是 X 的 闭 子 集 ,Si 站 5}= {zx,) 是 某 
个 开 邻 域 U 的 强 形变 收缩 核 (图 4-26). 用 特殊 情形 (1) ,得 到 
TGS CAN 
记 a, 是 zo 处 沿 $S: 走 一 圈 的 闭路 , 则 
(CS V Sx0) = F(A), Cas)), 


一 般 地 ,在 V 3 中 , 记 是 在 各 国 交点 x 处 沿 1 走 一 图 的 
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闭路 , 则 


mV Sz) = Fo) Ga) ,ee (am)), 
,1 


是 秩 为 上 的 有 限 生 成 自由 群 . 

例 2 计算 闭 曲 面 的 基本 群 . 

以 Klein 瓶 为 例 . 窟 形 M 按 图 
4-27 所 示 方 式 炸 接 两 对 邻 边 ,得 到 的 
商 空 间 X 是 Klein 瓶 . 设 ACX 是 由 
M 的 边界 粘 合成 的 子 集 , 它 是 两 个 贺 
的 圆桌 , 记 交 点 为 z. 取 XM 中 的 一 


个 圆 盘 , 记 作 Xs. 记 X 二 X\ 久 。, 则 对 
又 ,X),Xs 可 用 定理 的 特殊 情形 (2)， 
得 到 


mK, TI) RK), ro) /Lm ).] 
= (Xx) /La)], 
其 中 EX 二 X 门 X;( 是 一 圆周 ).a 是 zx, 处 沿 X, 走 一 圈 的 闭 
路 ，4 是 X, 的 形变 收缩 核 ， 从 而 包含 映射 5 : A 一 Xi 导出 问 构 
i (Az) 一 mi(CXiszr) 利用 例 1 的 结果 ,推出 
mK) = Fa), (6)), 
《a), 人 5) 分 别 是 图 4-27 中 所 示 闭 路 a,b 在 X, 中 的 闭路 类 . 取 w 是 
XI 中 从 zx。 到 xz 的 道路 类 ， 则 问 怕 ws 把 《4d》 了 映 为 wd) 一 
ta)*(6)*. 于 是 
mK) mK zr )/ Los Cd))] = Fa), (6)/L a):]. 
用 同样 办 法 计算 任何 闭 曲 面 的 基本 群 ,得 到 
了 了 (aon]7[Loo]， 王 是 PP 型 ， 
mKX) =| 


A EA 1] 
又 是 z7? 型 . 
下 面 介绍 基本 群 的 几 个 应 用 . 
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5.3 完成 闭 曲面 分 类 定理 3. 4 的 证 明 


闭 曲面 分 类 定理 3.4 证 明 的 剩 下 部 分 是 要 说 明 不 同类 型 污 曲 
谭 不 同 凸 ,为 此 只 须 说 明 它们 的 基本 群 不 同 构 . 两 个 群 的 不 同 构 并 
不 很 容易 从 它们 的 结构 判定 ,但 交换 群 的 不 同 均 比较 容易 判 定 . 为 
此 我 们 求 闭 曲 面 基本 群 的 交换 化 . 关于 群 的 交换 化 的 有 关 概 念 和 
性 质 可 在 附录 A 中 找到 . 群 G 的 交换 化 记 作 避 . 利用 命题 A. 11 和 
A, 12 可 以 算出 0 
mt 
A = XX -… XZX 如 ，XX 是 mP? 型 闭 曲 面 ， 
Zr ， 区 是 = 型 闭 曲面 

于 是 不 同类 型 的 财 曲面 的 基本 群 交 换 化 以 后 不 同 构 ,因此 基本 群 
也 不 问 构 . 分 类 定理 证 明 完 成 . 

事实 上 ,我 们 也 证 明了 不 同类 型 的 闭 曲 面 的 伦 型 不 相同 . 因此 
闭 曲 面 的 同 伦 分 类 与 拓扑 分 类 是 - 致 的 . 


5 .4 Brouwer 不 动 点 定理 2 维 情形 的 证 明 


我 们 叙述 这 个 著名 定理 ,并 用 基本 群 为 工具 ,完成 2 维 情形 的 
证 明 . 高 维 的 证 时 在 第 八 章 中 完成 . 

定理 4. 8(Brouwer 不 动 点 定理 ) 设 了 是 ” 维 实心 球 产 到 
自身 的 连续 映射 , 则 存在 zE D", 使 得 f(x) 二 zx. . 

证 明 用 反 证 法 . 设 了 没有 不 动 点 , 即 (x) 隆 xz,YrED". 于 
是 可 以 规定 g: PS" 为 


之 


并 一 .FCzr) 
Tz— fx) 


(图 4-28). 则 g 连续 ,并 且 g。=g8 3 : SS 满足 go(zr) 天 
一 zyYzE 3 (请 自己 验证 ). 因 此 go 一 ide- :SS (81 


SCZ) 一 


出 参看 附录 A 最 后 的 例 1, 例 2 
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例 2). 因 为 go 一 g， 纪 其 中 i: 
SI 一 六 是 零 伦 的 ,所 以 go 是 
零 伦 的 . 干 是 推出 ide-' +S" :一 
5" 1! 是 零 伦 的 . (以 上 论证 对 维 数 
n 没有 加 特殊 要 求 . ) 

当 n 一 2 时 .my(5D) 守 Z. 从 而 
ids 导出 的 基本 群 的 自 同 构 不 是 
平凡 的 ;而 常 值 映射 导出 平凡 的 
基本 群 同 态 ,因此 ids' 不 是 零 伦 ， 
的 .这 个 矛盾 说 明 f - 定 有 不 动 国 28 
点 上 


5.5 代数 基本 定理 的 证 明 


定理 4. 9( 代 数 基本 定理 ) 复数 域 上 次 数 大 于 零 的 一 元 多 项 
式 有 根 ， 


证 明 用 反 证 法 . 设 呈 次 复 系数 多 项 式 P(z) 一 Yaz 在 复 


平面 上 无 根 . 二 是 ,天 0, 再 则 0 是 极 . 不 妨 设 w 一 1 Yr 盖 0. 规定 
六 SS) 为 


fz) 一 三 (rz)7 | Pirz) |. 
则 Yr,7/ 全 六 .而 产 (z) 一 aoj | as 外 , 即 产 是 常 值 映射 .于 是 矿 宝 
伦 . 但 是 不 难 证 明 当 一 十 ce 时 , 户 (=) 一 六 ,从 而 当 > 充分 大 时 , 广 
全 有 ,这 里 及 :5S'->5' 规定 为 Atz) 一 六, 它 不 是 零 伦 的 ,因为 (pv 
不 是 平凡 同 态 . 导出 矛盾 上 


5.6 曲面 上 的 边界 点 


第 三 章 已 对 曲面 的 边界 点 作 了 规定 :曲面 上 的 点 称 为 边界 点 ， 
如 朵 它 没有 同 胚 于 E* 的 开 邻 域 . 当然 , 它 就 有 并 邻 域 同 是 于 本 
但 是 还 有 不 明确 的 问题 . 
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首先 ,还 没有 证 明 醉 关 亚 . 现在 来 证 明 此 论断 , E* 中 去 掉 任 
意 一 点 就 不 再 单 连通 ( 同 伦 等 价 于 S)》, 而 本 上 去 掉 有 些 点 (确切 
地 说 ; (x,0)(YxE EE') 后 仍 是 单 连 道 的 (实际 上 是 可 缩 的 ), 因 此 
EE. 
其 次 ,直观 上 的 边界 点 是 不 是 就 是 现在 意义 的 边界 点 ?例如 对 
于 圆 盘 DP?,S! 上 的 点 是 边界 点 吗 ? 这 种 点 已 有 同 胚 于 本 的 开 邻 
域 ,还 会 有 同上 胚 于 E? 的 开 邻 域 吗 ? 

命题 4.15 设 xz 是 拓扑 空间 六 的 一 点 ,V 是 + 的 - :个 于 邻 
域 , 并 有 同 胚 映射 / :7 一 梧 ,使 得 ACz)= 0( 诛 点 ), 则 zx 没有 同 
胚 于 E? 的 开 邻 域 . 

证 明 用 反 证 法 , 设 x 有 开 邻 域 U 实 E’,g :U>E? 是 同上 胚 映 
射 . 则 琴 中 0 的 开 邻 域 ACUNV) 同 是 于 到 中 的 开 集 g(UNV) 
(图 4-29). 


FUND ECV 


O10) 


图 4-29 
取 >0, 使 得 五 中 的 球形 邻 域 BCO,s) CAOUNV). 则 BC0， 
6) 与 EF* 中 某 个 开 集 WW 同 胚 ,于 是 B(O,s)\{O} 同 胚 于 WW 去 掉 一 
点 .后 者 不 可 缩 ($ 3 习题 7) ,而 B(O,s)N(O} 是 可 缩 的 ,矛盾 下 


习 题 


1， 设 G,G:, 妃 是 三 个 群 . 户 : GH 是 同 态 G=1,2). 证 明 
存 一 唯一 同 态 p: G * Gs 一 如 ,使 得 gjG.=f.(i=1,2). 
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2. 设 久 ,Xs 是 XX 的 开 集 ,X,UXs=X,X。 二 X, 门 Xs 非 空 ， 
并 且 道 路 连通 ,xo。€ X。. 证 明 由 (C4): :x CXi,xo) ->x《(X,xp) 和 
(as 0(Xavzo) 一 ro) 决定 的 同 态 9: mi(Xzo) x zi(X:， 
xzo)~mi(Xyzo) 是 满 同 态 . 

3. 证 明 ”>2 时 .去 掉 有 限 个 点 后 仍 是 单 连通 的 . 

4， 求 下 列 穹 间 的 基本 群 ， 

《1) EE 中 去 掉 3 个 点 ， 

《2) 83: 中 去 掉 3 个 点 ; 

《3) T* 上 去 掉 3 个 点 . 

5。 求 下 列 空间 的 基本 群 : 

《1) E* 中 去 掉 2 条 不 相交 直线 ; 

《2) E’ 中 去 掉 3 条 坐标 轴 ; 

《3)“ 田 "字形 . 

6. 把 三 角形 的 三 条 边 按 图 4-30 所 示 
方式 粘 接 在 一 起 . 求 所 得 商 空 间 的 基本 群 . 

7. 证 明 : 如 果 曲 面 MM 与 六 则 胚 , 则 它 
们 的 边界 也 同 胚 , 并 由 此 说 明 Msbius 带 与 。 \ 
平 环 不 同 胚 . 

8， 设 :DD 一 天 连续 .证 明 在 下 列 条 
件 之 一 成 立时 ,f 有 不 动 点 : 

GD AsDCps 图 430 

(2) YrES',f (zx) .x 与 原点 不 共 线 ; 

(3) YzE 51, 线段 x 了 Cz) 过 原点 . 

9. 设 :+ DD? 一 D? 连续 ,并 且 S' 上 每 一 点 都 不 动 ,证 明了 是 
映 满 的 . 


10, 记 叶 是 居中 以 G,0,0) 为 球 心 ,二 为 半径 的 球面 ,X 
一 US? (图 4-31). 证 明 X 单 连通 . 
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“6 Jordan 曲线 定理 


平面 或 球面 上 同 胚 于 圆周 S' 的 子 集 称 为 Jordan 曲线 ,或 称 
为 简单 闭 曲 线 . 

定理 4. 10(Jordan 曲线 定理 ) 车 /是 EE 上 的 一 条 Jordan 
曲线 , 则 至 \V 有 两 个 连通 分 支 ,它们 都 以 了 为 边界 

这 是 一 个 应 用 十 分 广泛 的 著名 定理 . 它 看 起 来 很 直观 ,而 证 明 
起 来 很 困难 ,但 迄今 已 有 不 少 证 法 . 下 面 用 基本 群 为 工具 给 出 一 个 
证 明 . 

先 指 出 几 个 明显 事实 . 

(1) 人 是 天 的 开 集 ,因此 是 曲面 ,并 且 没 有 边界 点 . 它 局 
部 道路 连通 ,从 而 连通 分 支 就 是 道路 分 支 ,并 且 都 是 E? 中 的 开 集 . 

{2) E*\J 有 唯一 无 界 连通 分 支 . 


(3) 如 果 把 定理 中 E* 换 成 
5?, 与 原 定理 等 价 . 


机 9 引 理 。D* 上 过 结 边界 8 
的 其 他 点 的 道路 4 分割 妃 ( 即 

D:\a( 了 ) 不 道路 连通 ). 
人 证 明 由 于 TXI 衬 DPD: ,只 
须 对 了 XI 证 明 相 应 的 命题 . 不 


妨 设 a 是 从 了 xz 的 顶点 (1,0) 


到 (3,1) 的 道路 , 它 不 经 过 其 他 
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边界 点 (多 图 4-32). 我 们 证 明 ,7TX7 了 中 从 (0,0) 到 (1,1) 的 任 一 道 
路 都 与 相交, 即 存在 s,4; 僵 得 als)==b(#). 从 而 (0,0? 和 (1,1) 
属于 1 了 XINal7) 的 不 同道 路 分 支 . 

用 反 证 法 , 设 Ys,t,als) 关 5b(2), 则 可 攀 造 连续 映射 /: 了 XI 
SI 为 
als) — bt) 


/5D = Ta =p T 


则 了 C0, 一 Jy Go) 一 人 ,AQ D 二 =",/(0;1) 一. 记 m， 
mazvzts 和 zm4 分 别 是 $ 上 在 四 个 象限 中 的 弧 (图 4-33). 记 TXT 四 


图 4-33 
条 边 决定 的 道路 为 az,z 和 云 , 如 图 中 所 标 , 则 不 难 发 现 ,/。& 
的 像 在 wm, 上 . 由 此 可 看 出 c=f。(&&z2s54) 是 5S! 以 1 为 基点 的 闭 
路 ， 轿 数 为 1， 但 是 ies 是 了 TXT 中 的 闭路 ， 因 此 《ec) 一 
刻 (aitztst4) 是 zm.《S') 的 单位 元 , 蔬 盾 ， 1 
定理 4. 10 的 证 明 ”证 明 分 三 步 进 行 . 
第 一 步 ” 证 明 瑟 不 道路 连通 . 
多, 上 距离 最 大 的 两 点 4,BC 即 4(A4,B) = diam.7 ). 作 和 矩形 
M, 使 得 4,B 恰好 是 它 一 双 对 边 的 中 点 ,并 且 J/ 包含 在 对 中 ,只 
有 妥 ,B 两 点 在 M 的 边界 上 (图 4-34). 把 了 被 4,8 分 割 成 的 两 段 
分 别 记 作 二 和 ,它们 都 同 瞿 于 了 ,从 而 可 看 作 M 上 从 A 到 B 的 
两 条 道路 的 像 . 根据 引 理 , 若 C 和 也 是 M 的 上 、 下 边 的 中 点 , 则 线 
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段 CD 与 J 和 J; 都 相交 . 记 P 是 
TD 与 2 的 最 高 交点 ,Ps 是 最 低 交 
点 .不 妨 设 P,E, 则 Ps€J( 否 则 
可 设计 从 C 到 也 的 M 中 一 条 道路 
如 下 :从 C 直下 到 Pi, 设 请 从 忆 
到 Ps, 再 从 P 直下 到 吃 ,这 条 道路 
与 无 交点 ). 记 P, 是 CD 与 J, 的 
最 高 交点 ,P; 是 CP 与 J 的 最 低 交 
图 4-34 点 , 则 PB 的 内 部 无 了 上 的 点 . 取 
QQ 为 PP 的 一 内 点 . 下面 用 反 证 法 证 明 在 EV 中 ,Q 与 M 外 的 部 
分 不 在 同一 分 支 中 . 如 果 有 道路 a 与 7 不 相交 , 且 a(0) 一 Q,a(1》 
在 可 外 , 则 a 与 几 的 边界 必 相 交 . 设 第 一 个 交点 是 EE 点 , 则 不 
是 4,B, 设 互 在 边界 上 半 部 分 .构造 M 中 从 忆 到 C 的 道路 如 下 ;: 
从 万 直上 P,, 沿 瑚 从 P 到 Pi, 直 上 到 @, 洛 < 到 到 , 再 沿 M 的 边 
界 的 上 半 部 分 从 巨 到 C. 这 是 一 条 与 不 相交 的 道路 ,与 引 理 的 
结论 相 矛 质 . 
第 二 步 。 证 明 EF\ 的 每 个 连通 分 支 都 以 7 为 边界 . 
对 于 E*\ 的 一 个 有 界 连通 分 支 U, 记 3U UU", 就 是 U 的 
边界 ,因为 E"\J 的 每 个 连通 分 支 都 是 开 集 ,它们 都 与 不 相交 ， 
从 而 与 30 不 相交 ,于 是 3U CJ. 下面 用 反 证 法 证 3U 一 J. 如果 3U 
关 J， 则 由 于 J 实 S+，aU 是 ,/ 的 闲 子 集 ， 一 定 存在 y 的 一 闭 红 
(全) ,使 得 DCL. 利用 Tietze 扩张 定理 ,对 于 FF 的 闭 集 工 ， 
id : 工 一 工 可 扩张 为 收缩 映射 r+: E>L. 构造 连续 映射 : E* 一 
屯 如下; 


iorlr), xED, 

7， rE€vU, 

其 中 i : I>E? 是 包含 映射 (注意 到 当 *E 30 一 U NU 时 ,i or(x) 

二 zx, 这 说 明 f 的 合理 性 ). DUL 是 有 界 的 ,不 妨 设 它 在 D? 的 内 
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部 .于 是 由 了 在 P? 上 的 限制 得 到 刀 : 的 自 映 射 /6。: D: 一 DD’, 它 在 
S51 上 不 动 ,并 且 fo 不满 ( 因 为 UCP?, 而 且 Yzx,/ (x) EV), 这 与 
$5 习题 9 的 结果 了 矛盾. 
对 于 无 界 分 支 吕 ,证 法 相同 ,只 须 把 f 的 定义 修改 为 
En zx€V, 
MDT sr Et, 
第 三 步 ” 证 明 只 有 两 个 分 支 . 
否则 ,存在 E*\J 的 分 支 V ,使 得 QEVCM. 作 MM 中 从 C 到 D 
的 道路 6 为 :从 C 直 下 到 Pi; 沿 J 从 P 到 P,, 直 下 到 PP,, 再 沿 J 
到 Pi, 直 下 DD. 则 5 不 经 过 V, 即 VCMN6(D. 由 引 理 ,A,B 在 
MACD 的 不 同 分 支 中 ,而 4,B 都 在 J 上 ,JCV, 于 是 4,B 和 VV 
应 在 MY%( 岂 的 同一 分 支 中 . 这 个 蔬 盾 省 定 了 V 的 存在 上 
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第 五 章 复合 空间 


复 香 空间 (有 的 文献 中 称 作 复 选 空 世 或 覆盖 空间 ?的 理论 ,是 
代数 锯 扑 学 中 的 一 个 很 小 的 分 支 .但 是 它 的 应 用 相当 广泛 ,在 代数 
拓扑 学 和 低 维 流 形 中 它 都 是 很 常用 的 工具 ,在 分 析 学 (如 复 变 函 
数 ) 中 也 很 有 用 . 它 与 基本 群 关系 很 密 急 ,可 用 来 计算 某 些 空间 的 
基本 群 .用 复 到 空间 还 能 得 到 有 关 群 的 一 些 有 趣 的 结果 . 


$1 复 玖 空间 及 其 基本 性 质 


1.1 复生 映射 与 复 又 空间 


复合 映射 的 一 个 典 想 例 子 是 映射 p : 
Ei 一 S',x 一 .这 个 映射 在 mm CS) 的 
计算 中 起 了 关键 性 作用 . 它 的 重要 特性 
是 :YzES' :CS ANz)) 是 吾 上 一 族 互 
不 相交 的 开 区 间 的 并 集 ,并 且 p 把 其 中 每 
个 开 区 间 同 上 胚 地 映 成 SN\{z}, 粗略 地 说 ， 
复 秋 映射 就 是 具有 类 似 特性 的 映射 . 

定义 5.1 设 达 和 吕 都 是 道路 过 通 、 
局 部 道路 连通 的 拓扑 空间 ,请 * E 一 B 是 
连续 映射 . 如 果 Y5E B 有 开 邻 域 忆 ,使 得 
户 !(C) 是 瑟 的 ` 族 两 两 不 相交 的 开 集 
{Vo} 的 并 集 ,并 且 p 把 每 个 V。 同 胚 地 映 
成 U, 则 称 志 :EB 是 复 夫 映 射 ,EE 和 
一 起 称 为 #8 上 的 复合 空间 , 记 作 (E,p)， 


把 娃 称 为 它 的 底 空 间 (图 5-1). 

其 有 上 面 所 说 性 质 的 开 集 U 称 为 基本 邻 域 .不 难看 出 ,包含 
在 一 个 基本 邻 域 中 的 任何 开 集 也 是 基本 邻 域 . 由 于 B 局 部 道路 连 
通 ,YbG 了 3 都 有 道路 连通 的 基本 邻 域 ,此 时 每 个 Y. 也 就 是 p71(U) 
的 道路 分 文 . 我 们 以 后 总 是 取道 路 连通 的 基本 邻 瑾 ,并 且 称 每 个 
VV 为 p CD 的 分 支 . 

Y6bEB, 称 p 1(5) 是 5 点 上 的 纤维 .利用 5 的 道路 连通 性 可 
以 证 明 ,纤维 的 “ 势 ”( 基 数 ) 与 2 的 选择 无 关 , 称 它 为 复元 空间 ( 映 
射 ?的 时 数 ( 也 叫 层 数 )( 习 题 3). 

召 的 白 同 胚 映射 上: 8B 一 B 是 计数 等 于 1 的 复 要 映射 . 户 : EE 
一 Srz mr ew 的 叶 数 不 是 有 限 数 . 

例 1 5S 到 白 身 的 整 害 映射 n,: S' ~S',z 1*z" 是 复 友 映射 ， 
叶 数 为 x( 图 5-2). 


Ve 
( () 
请 
图 5-2 


例 2 设 户 :S 一 忆 是 粘 合 映射 ( 粘 合 每 一 对 对 径 点 ), 则 它 
也 是 复合 映射 , 叶 数 为 2( 图 5-3). 
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以 上 晒 例 请 读者 蝗 己 验证 . 也 可 用 后 面 的 命题 5. 1 来 说 明 . 
例 3 把 坏 面 看 成 3 XS!:， 上 映射 ps: 瑟 一 了，(Cryy) > 
人 ee”) 是 复查 映射 (参看 习题 5)( 图 5 4). 


yoooc 
ooee 
ooooee 
yooeoc 


图 5-4 
例 4 图 5-5 是 四 个 依次 相 切 的 圆周 到 两 个 相 切 圆周 (XX) 字 
形 空间 ) 的 一 个 复查 映射 它 把 两 边 的 圆周 分 别 映 为 OO 字形 的 两 
个 圆周 ,中 间 两 个 圆周 各 2 短 地 映 到 CXD) 的 两 个 圆周 上 (《 标 有 a,6 
的 弧 段 分别 映 到 a,6 圆 上 ), 叶 数 为 3. 
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设 入 是 道路 连通 、 局 部 道路 连通 的 空间 . 没 / : X- 忆 是 同 是 
肌 射 ,并 且 三 = 这 ， 当 0<m<a 时 , 广 没有 不 动 点 、 规 定做 上 等 
价 关系 为 : x 与 等 价 ,如果 存在 ,使 f(x) 二 x 记 商 空间 为 
站 /fp :六 一 入 /f 是 粘 合 映 射 . 

命题 5. 1 如 果 XX 是 道路 连通 ,局 部 道路 连通 的 Hausdorff 
空间 , 则 p : XX/f 是 叶 数 等 于 的 复 亚 映射 . 

证 明 YyEX/ 放 设 p(y) 一 {T/Cz)soeyf9 Cz)). 央 为 
玉 是 THausdorff 空间 ,所 以 可 取 xz 的 开 邻 域 V, 使 得 V/V),…， 


(VW 两 两 不 相交 , 记 二 pC 放 ), 则 p10) 一 过 GV ,从 而 
如 是 开 集 ,并 且 把 /CV) 同 且 地 映 为 上 (习题 4). 十 是 局 是 y 的 
基本 邻 城 。 上 

例 5 X 的 构造 如 图 5-6. 它 由 一 个 大 圆周 与 个 与 它 外 切 的 
等 半 答 小 贺 局 构成 , 切 点 等 分 大 圆周 . 记 了: 一 X 是 绕 大 圆心 旋 
转 至 角 , 则 广 一 id.0 之 m 之 时 , 玉 无 不 动 点 ,用 命题 5.1, 查 到 
XY 了 和 复 状 映 射 p :XX/ 了 ,计数 为 .了 /了 是 OO 字形 . 
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例 6 图 5-7 是 一 个 中 心 对 称 地 放 轩 在 Eg’ 中 的 双环 画 上 . 设 
了 :Fv 下 为 中 心 对 称 映 射 . 则 FY/f 是 -个 3P? 型 曲面 (请 自己 证 
明 , 匈 习题 7). 从 而 得 到 27” 上 曲 疝 到 3P* 曲面 的 一 个 叶 数 为 2 的 
复权 映射 - 


图 57 
类 似 地 对 任意 止 整数 #,H 以 构造 a2? 到 (2 十 1)P 的 2 叶 复 
稚 映 射 . 


1.2 映射 提升 问题 


在 复 项 空间 理论 中 ,映射 的 提升 问题 是 -个 核心 问题 . 把 
户 : E-8 是 复权 映射 .X 是 一 个 折 扑 空间 . 师 个 连续 映射 上: X 一 
呈 和 六 ，X 一 已 如 果 满 足 疡 太一 了 就 称 庆 是 了 的 一 个 提升 . 本 季 
和 下 节 将 讨论 各 种 博 况 下 映射 提升 的 在 在 性 问题 , 先 证 明 个 关 
于 提升 的 唯一 性 的 命题 ， 

定理 5. 1( 提 升 唯一 性 定理 ) 设 六 连通 . 7, 广 :X > 忆 几 
是 :XX-~B 的 提升 (关于 复 装 映射 » : 已 -如 的 ) ,并 且 在 某 一 点 
ER, T= Fe) 则 f= 7 

证 明 记 4-= {rEX| 了 Cz) 一 了 (x)). 要 证 A 一 X. 因 为 X 
是 连 道 的 ,4 光世 (zsE 4) ,所 以 只 用 证 4 是 开 集 ,也 是 闭 集 . 

01) 4 是 开 集 . 设 mmE4, 要 证 mn 是 4 的 内 点 . 设 e 二 了 (x1) 
二 了 (x.). 由 于 p 是 局 部 同上 旺 ( 台 题 6), 存 在 e 的 开 邻 域 了 ,使 得 
PIV 足 艇 入 块 射 . 记 多 = 了 71CV) 几 了 1(W), 它 是 x 的 开 邻 域 . 
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YEW TT ANEV, EH pT 2) = pF). HT ply 
是 柑 入 ,得 了 ,C0) 一 了 a( 台 ,从 而 WCAsx 是 4 的 内 点 . 

(2) 4 是 闭 集 , 即 A“ 是 开 集 . 设 z;:E 4 ,要 证 x 是 A 的 内 
点 . 记 e@= 了 (zx), 则 @ 尖 ez. 又 p(e) 二 f(x) ,i 二 1,2, 由 复 友 映射 
的 定义 知 ,存在 eye 的 不 相交 的 开 邻 域 V ,Vss 记 W = 了 71CVI) 
站 了 zy), 则 W 是 zx 的 开 邻 域 .YzEW, 了 iCx), 了 (zx) 分 别 在 
V ,VY 中 ,因此 不 相同 .于 是 WCA. xz 是 水 的 内 点 ， 上 

命题 5.2 设 a 是 8 中 的 道路 ,a00)==6,e Ep 1(6), 则 存在 a 
的 唯一 提升 83, 使 得 a8(0) 二 e. 

证 明 可 用 第 四 章 $3 引 理 2 的 方法 构造 . 唯 “性 由 定理 
5.1 推 出 1 上 

命题 5.3 4,5 是 8B 上 的 两 条 道路 ,a 人 6b,& 和 68 分别 是 a 和 
的 提升 , 且 &(0)=6(0), 则 a 守 5. 

这 个 命题 是 下 节 中 的 疝 伦 提升 定理 的 推论 .证 明 在 下 节 中 补 ， 
先 用 它 来 讨论 复 登 空间 的 基本 群 . 


1.3 复合 空间 的 基本 群 


取 定 eEE, 记 5 二 ple). 命 题 5.2 说 明 ,E 上 以 。 为 起 点 的 所 
有 道路 的 集合 与 BB 上 以 5 为 起 点 的 所 有 道路 的 集合 间 有 一 一 对 
应 关系 ;2 r> 户 "5. 命题 5. 3 说明, 上 述 对 应 保持 定 端 同 伦 关系 , 因 
此 它 导出 吾 上 以 e 为 起 点 的 道路 类 的 集合 与 B 上 以 6 为 起 点 的 
道路 类 的 集合 间 的 一 一 对 应 p. 记 上 (e) 是 上 以 。 为 起 点 ,终点 
在 p '(5) 中 的 道路 类 的 集合 , 则 ps(L(e))=m(B,6). 限 制 p: 在 
mn (E,e) 上 ,得 到 

命题 5.4 p:: (m (EF,e))->r(B,b) 是 单 同 态 .1 上 

规定 H, :二 p(T (E,e)), 它 是 z.(8,5) 的 子 群 . 

命题 5.5 HH, 在 m4B8,5) 中 的 指数 [x,(B,6): Hj] 等 于 复 茹 
映射 p 的 叶 数 . 


15] 


证 明 [ri (8,5) :五 .] 就 是 ri(B,6) 中 已 .的 右 障 集 的 “个 
数 ” 而 户 的 叶 数 是 p-'(8) 中 的 “点 数 ”. 下 面 构造 从 p105) 到 HH。 
的 全 部 右 陪 集 的 集合 Tr.《B,5)/ 太 ,的 一 个 一 一 对 应 ?, 从 而 完成 证 
明 . 


pr :Lle)y 一 zy(B8,5) 是 一 一 对 应 .如 
果 &, 记 EL(le) 有 相同 的 终点 : 则 
pr(EI prB))' — pliB 1) EH,, 
即 pr(2) 与 p68) 在 地 .的 同一 个 右 陪 集 
中 . 这 样 ,可 规定 对 应 了: p71 (6) 一 
TI(B,6)/H. 如 下 : Ye Ep (6b), 取 
aEL(le) 以 e 为 终点 , 令 (Ce) 一 
Lax(a)](p(x) 所 在 右 陪 集 ), 易 见 ? 是 
满 的 . 没 e' ,erE p66) ,97Ce) 一 3(e). 取 
8 EL(e), 终 点 分 其 为 e 和 eo" 
(图 5-8). 风 [p(t2) -二 [p(B)J, 即 存在 
YE H.， 使 得 p(B)==Yp(8)， 有 取 了 €E 
和 (有 ,ce) ,使 得 pr(F) 二 7. 则 加 (让 一 p(t). 由 于 p: 是 单 的 ,有 
一 > 4, 从 而 < 一 ef 这 说 明 ? 还 足 单一 的 ， 1 

` 般 地 , 玉 . 与 e 作 p 1《5) 中 的 选择 有 关 . 

命题 5.6 (HH.|eEp '(0)} 构 成 mw(B,8) 的 一 个 子 群 共 锋 类 . 

证 明 设 ee Ep 1(b), 取 8 是 从 e 到 的 一 个 道路 类 ,a== 
px《a)En(B,6), 则 有 交换 同 态 图 表 ( 第 四 章 $2 习题 4) 


NEL mE,") 


闻 5-8 


Pr p: 


Cr 


nCB,b) mT (Bb) 
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其 中 as 是 x(B,5) 上 的 一 个 内 自 同 均 ,因此 _ 
He = paar (Ee))) = an pmlE,e)) = arH, 

与 H. 共 辑 . 反之 ,车 本 (B,e) 的 子 寿 G 与 五 . 共 邱 , 设 C 一 wo 厂 . 
取 aEL(e), 使 得 户 (a) 一 民 记 “是 < 的 终点 , 则 由 上 面 讨论 知 , 石 。 
= 

在 本 节 的 最 后 ,我 们 举 出 两 个 应 用 的 例子 . 

(1) m (PY Zn22). 

例 2 给 出 了 从 S* 到 疡 的 -~ 个 2 叶 复 从 映射 . 当 n 之 2 时 ,S” 
单 连通 ,因此 玉 . 是 平凡 子 群 . 利用 命题 5. 5, 推 出 x.《P") 有 两 个 元 
素 , 从 而 ri CP") 兰 Z:. 

《2) 秩 为 2 的 自由 群 有 秩 为 4 的 自由 子 群 . 

例 4 构造 的 复 登 映射 的 底 空间 的 基本 群 是 秩 为 2 的 自由 群 ， 
而 复 登 空间 的 基本 群 是 秩 为 4 的 自由 群 . 

事实 上 用 构造 〇 字形 的 复 登 空间 的 方法 可 以 说 明 , 秩 为 2 
的 自由 群 有 秩 为 任意 正 整数 的 自由 子 群 ,也 有 和 铁 为 无 穷 可 数 的 自 
由 子 寿 . 


习 征 
1. 设 p: EB 是 复 下 映射 ,证 明 p 是 开 映 射 ( 从 而 是 商 映 


射 ). 
2. 设 p :E>B 是 复生 映射 ,证 明 纤维 的 势 ( 基 数 )#p 1《b) 
与 5€B 的 选择 无 关 . 
3, 设 p :EB 是 复合 映射 ,UCB 是 开 集 , 设 h:U>E 是 
UV 上 的 一 个 截面 ( 即 及 是 包含 映射 i: U 一 B 的 提升 ), 证 明 h(U) 
是 巨 的 开 集 . 
4. 验证 命题 5. 1 中 的 p 是 开 上 映射 
5. 设 p.! E. 一 Bi 是 复合 映射 ,i 二 1,2. 证 明 piX ps: EXE, 
六 BX B; 也 是 复生 映射 
6. 设 户 : RE 一 忆 是 复合 映射 ,证 明 是 局 部 同 胚 的 ( 即 YeE 
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五 ,有 的 开 邻 域 了 ,使 得 p|V : Vp 人 V) 是 同 胚 ). 

7. 证 明 例 6 中 的 f/f 是 3P’ 型 曲面 . 

8， 对 子 实数 a<5, 作 p: (a,6) 一 S! 为 p(z) 一 ee. 户 是 不 
是 复 下 映射 ? 

9. pp :Ta,65]>S!,zx hr es 是 不 是 复合 映射 ? 

10， 试 构造 7? 到 T? 的 一 个 2 叶 复 肥 映 射 ,并 构造 从 了 7? 到 
Klein 瓶 的 一 个 2 叶 复 全 映射 . 

11， 试 构造 OO 字形 上 的 两 个 不 同形 式 的 4 叶 复 全 映射. 

12.， 设 p: -> 吕 是 复权 映射 .X 连通 . 证 明 从 及 到 8B 的 常 值 
映射 的 提升 也 一 定 是 常 值 映射 . 

13， 设 p: E>B 是 复 从 映射 ,U 是 8B 的 道路 连通 子 集 ,V 是 
pp 的 一 个 道路 分 支 .证明 pCV)==U. 

14. 设 p: EB 是 复合 映射 ,V 是 五 的 道路 连通 开 子 集 , 忆 7 
二 pLV). 如 果 包 含 映 射 :UB 诱导 的 基本 群 同 态 i,: mm(CD 一 
mi( 了 3) 是 平凡 的 , 则 p|V : V->U 是 同 且 映射 . 

15， 拓 扩 空 间 邓 的 子 集 4 称 为 半 单 连通 子 集 ,如 果 4 道路 
连通 ,并 且 包 含 映射 诱导 的 基本 群 同 态 :于 (4) 一 mi(X) 是 平凡 
的 , 证 明 复 登 空间 的 底 空间 的 半 单 连通 的 开 子 集 一 定 是 基本 邻 域 . 

16， 如 果 拓 扑 空间 和 的 每 一 点 都 有 半 单 连通 的 邻 域 ,就 说 大 
是 局 部 半 单 连通 的 . 证 阴 当 底 空间 也 是 局 部 半 单 连通 时 , 复 登 空 
闻 忆 也 是 局 部 半 单 连通 的 . 


17， 设 尼 -二 有 -~B 都 是 复生 映射 ,并 且 B 是 局 部 半 单 连 
通 的 , 则 p。F: E>8B 也 是 复 埠 映射. 

18， 设 已 -三 -已 -之 -B 都 是 复 登 映射 ,并 且 户 是 有 限 叶 的 ， 
证 明 p。; 也 是 复 区 映射 

19. 设 p :EB 是 复 肥 映射 ,bE B,e€p (2).a 和 ao 都 是 
8 中 从 5 到 把 的 道路 ,和 名 分 别 是 a 和 a 的 以 。 为 起 点 的 提升 . 
证 明 &(1)=@ (1) 寺 > (aa7€ HH.. 
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$2 两 个 提升 定理 


本 季 讲 两 个 重要 的 提升 定理 : 同 伦 提升 定理 和 映射 提升 定理 ， 
# 介 绍 它们 的 一 些 应 用 . 前 一 定理 的 一 个 应 用 是 命题 5. 3, 现 在 将 
补充 其 证 明 . 本 节 中 假定 p: 已 -~ 刁 是 复 全 喘 射 . 


2.1 同 伦 提升 定理 


定理 5. 2( 同 伦 提 升 定理 ) 设 子 :和 -已 和 下 :XXXT- 情 都 
连续 ， 并 且 满 趾 FCr,0) 一 p。 了 (x) ,YrEX， 则 存在 F 的 提升 
六: XXIEE, 使 得 祈 (x,0) 一 了 (zx) ,WzEX. 

证 明 YzEX, 记 zs 是 在 zx 处 的 踪 ( 见 第 四 章 $4), 它 是 8 
上 由 z. 二 F(x 以 决定 的 道路 . 由 命题 5. 2,z; 有 唯一 以 了 (Cz) 为 起 
点 的 提升 , 记 作 之 .规定 玉 为 六 (xz,i) 二 Zt), 则 六 (zx,0) 二 (0) 二 
了 (pe Fz)=p .S(t)=ze(f)=F(z,t). 只 须 再 验证 访 的 
连续 性 . 为 此 先 证 一 个 引 理 . 

引 理 若 严 ((z)X[t,a 了 在 某 个 基本 邻 域 中 ,并 且 关 的 如 - 
切片 六 ,在 zx 连续 , 则 存在 z 的 邻 域 本 ,使 得 区 |W X [zs,p ] 连 续 ， 

证 明 设 FO(z}X[ast])C 基 本 邻 域 U， 则 (x,t6) EE 
-1(U), 因 此 有 六 (zx,) 的 开 邻 域 V, 使 得 p|V : V>U 是 同 胚 . 根 
据 第 二 章 $3 中 的 引 理 和 访 , 在 x 连续 的 假定 ,存在 z 的 邻 域 开 ,使 
得 了 CW)CV ,并 且 F(WX[eosti])CU( 图 5-9). 于 是 Yzx'EW， 

Fz} x ot) = (tt) Cp UY 
并 且 连 通 , 因 此 一 定 包含 在 V 中 .这 样 天 (WX [to,4])CY ,从 而 六 
|WX fot] 二 Cp1V)-!。F|IWX [t,tyj 是 连续 的 . 引 理 证 毕 . 

回 到 定理 的 证 明 . {8-1(U)|U 忆 B 是 基本 邻 域 } 是 贸 XI 的 开 
覆盖 .于 是 ,yzE 关 ,存在 正 整 数 , 将 了 等 分 为 # 个 小 区 间 了 ,1;， 
则 Yi,F(z) X71) 包含 于 某 个 基本 邻 域 . 依次 对 {x} X 了 I， 
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GOYX [ee 
图 5-9 
…,{z1XL 用 引 理 (注意 7。 二 了 在 zx 连续 ,由 六 |WXL 连续 得 到 
了 ,在 z 连续 ) ,得 到 让 在 {xz} XI 的 一 个 邻 域 上 连续 . 由 工 的 任意 
性 ,得 到 连续 .上 
命题 5. 3 的 证 明 
设 妃 :TXT-~8 是 ae 到 2 的 定 端 同 伦 .根据 同 伦 提 升 定理 , 存 
在 巨 的 提升 入 ,使 得 生 (:,0) 一 a(t). 因 为 及 |{i}XI(i 一 0,1) 是 
常 值 映射 ,所 以 六 |{i} XI 也 是 常 值 映 射 ($1 习题 12). 记 是 由 
810) 一 站 (4,1) 规 定 的 道路 , 则 5' 也 是 3 的 提升 ,并 且 5'(0) 二 3(0) 
一 5(0) ,由 提升 唯一 性 得 到 3' 一 3. 于 是 主 : 2 守 5， 上 
2.2 映射 提升 定理 
定理 5. 3( 映 射 提升 定理 ) 设 久 是 道路 连通 ,局 部 道路 连通 
的 空间 ,f : X>B 连续 ,x,EX, 负 一 f(zo) ,eoE€p-1'(bo). 则 存在 了 
的 提升 使 得 (zo) 二 eo < 一 > f(r (Xz0)) CH 
证 明 一 一 ， 如 果 7 存 在 , 则 
Frm Cszo) = pr Frm CEzo) 所 请 (mCEeo) = He,. 
一 一 ， 构 井 如 下 :YxEX, 取 尽 中 认 zx。 到 工 的 道路 包 , 记 


而 是 f。w 的 以 ee 为 起 点 的 提升 .规定 了 (z)= 吉 (1). 
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首先 证 明 包 (1) 与 zw 的 选择 无 关 . 如 果 ww' 是 另 一 条 从 zx 到 了 
的 道路 . 因为 . 
(feo) fo WwW)) = fww)) € H., 

所 以 (f。w)《f。 醒 ) 的 以 eo 为 起 点 的 提升 是 一 条 闭路 ,于 是 
a 而 晨 ((f。w)(f。 可 1) (fj 。w') 的 提升 ,并 且 
(CF ow Fo BDNF ow) = fe WwW Ww) TF fw, 

根据 命题 5. 3, 训 与 a 有 相同 的 终点 , 即 锣 (1) 二 交 (1). 

其 次 证 明了 的 连续 性 .YzxE XX, 设 V 是 了 (x) 的 邻 域 ,不 妨 设 
pCV) 是 基本 邻 域 ,并 且 plV : V->U 是 同 胚 . 因为 广 :7) 是 的 
开 邻 域 , 旦 X 是 局 部 道路 连通 的 ,所 以 可 找到 zx 的 道路 连通 的 邻 
域 下 ,使 得 AWD)CU.Yz'EW, 取 vz 是 W 中 从 z 到 zz 的 道路 , 记 
5 一 (pIV)-'。f。v, 它 是 /vw 的 以 了 (x) 为 起 点 的 提升 .记忆 是 
从 zo 到 工 的 道路 ,而 是 了。w 的 以 eo 为 起 点 的 提升 , 则 ww 从 mx 
到 x/,Wy 是 .we 的 提升 .由 的 定义 ,了 (zx) 二 5(1) EV. 这 就 
证 明了 了 (W)CV, 了 在 zx 连续， 1 

例 1 设 p:5"P" 是 上 节 例 2 
规定 的 复 下 映射 (x 之 2),f : P">P" 是 
连续 映射 , 则 存在 连续 映射 了 ”: 5" 一 
5", 使 得 p。 了 一 fp, 即 右边 的 映射 ” - p。 1 
图 表 交 换 . 理由 如 下 : 

考察 映射 J 。p : 5">P", 因 为 5" 是 单 连通 的 ,所 以 。p 满 
足 定理 5. 3 的 充 要 条 件 , 从 而 存在 它 的 提升 了 , 即 有 连续 映射 了 : 
">5", 使 得 p* 了 一 f。p. 由 于 p:S" 一 PP 是 两 叶 的 ,这 样 的 了 
有 两 个 

例 2 设 z>2, 则 8 到 5S: 只 有 一 个 映射 类 . 

设 了 和 g 部 是 从 S" 到 $1 的 连续 映射 , 设 户 : 本 ->S: 为 pC) 
= ee .因为 $" 是 单 连 通 的 ,根据 定理 5. 3, 存 在 和 g 关 于 p 的 
提升 : S">E' 和 总: 5 本 .由 于 天 是 同 集 ,也 , 从 而 
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f=p. ~peg=g. 

例 3 证 明 PP 到 S' 的 每 个 连续 映射 都 零 伦 . 

设 f: 了 P:->5' 连续 ,导出 : m(P?)>z(S1). 因 为 (P?) 袍 
Zssm (51) 之 Z 没有 2 阶 元 素 , 所 以 Imf; 是 ma(S!) 的 平凡 子 群 . 因 
而 了 满足 定理 5. 3 的 条 件 , 有 提升 了 : PE'. 了 是 零 伦 的 ,因此 
了 也 零 伦 . 


2.3 复 又 空间 的 分 类 


现在 考察 底 空 间 相同 的 诸 复 司空 间 之 间 的 关系 . 设 (E,,p',) 和 
《Exz,p) 都 是 B 上 的 复 登 空间 . 如 果 一 个 连续 映射 : E> 满 
是 pe“ 有 hh=pi( 即 及 是 pp; 关于 pps: EB 的 一 个 提升 ), 则 称 h 是 
(Ei,PP1) 到 (EE2,p2) 的 同 态 . 如果 同 态 是 -一 个 同 胜 映射 , 则 称 为 同 
构 . 当 从 (Ei,p1) 到 (E,,p:) 有 同 构 时 ,就 称 它们 是 等 价 的 . 

取 5EB. $1 中 已 说 明 ， 当 p :>B 是 复合 映射 时 ，{H. 一 
pr(m(Ese)) |eEp (5)} 是 mw(B,5) 的 一 个 子 群 共 e 类 . 

命题 5.7 设 (E.,p,) 是 B 上 的 复合 空间 (i 二 1,2),5EB. 则 
(Ei 加 ) 与 (Es,p;) 等 价 寺 > 它们 决定 zx.(B,6) 的 同一 个 子 群 共 
辑 类 . 

证 明 一 = 一 . 设 h: E> 是 同 构 ， 取 er€ pi'(b), es 二 
(ei); 则 
(pO ME ,ED)) = (po) hm (Ee)) = (pa Ese)). 
子 是 (E,, 志 和 (E,, pp) 所 决定 的 子 群 共 罗 类 都 是 (Cp)xCr (El， 

e7?) 所 在 的 那个 共生 类 . 

王 一 ， 取 e€ p71(65) ,es€ pz (6) ,使 得 (p1),《r(El,e1)) 一 
(pz)alm 《FE2,pz)). 则 由 定理 5. 3, 得 到 同 态 有 :一 Es 和 上 :到 
一 五 ,使 得 he,) 二 es,k(es) 一 1. 于 是 ,kh。h: EE 是 E, 的 自 同 
态 , 满 足 &。A(e) 一 el 而 id :至 ,一 巨 , 也 是 满足 id(e) = e 的 自 同 
态 . 根据 提升 唯一 性 定理 ,上 *# 一 id . 同 理 h。& 也 是 恒 同 映射 . 因 
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此 大 是 同 蚌 ，( 玖 , 记 ) 与 (Es,z) 等 价 1， 
习 


1. 设 p: 巨 > 刀 是 复 亚 映 射 ,X 连通 . 设 / :XB 是 零 伦 的 
连续 映射 ,证明 /有 提升 ,并 且 每 个 提升 都 是 鹤 伦 的 ， 

2， 设 户 : EE~8 是 复 秋 映 射 ,U 是 B 的 道路 连通 开 集 ,并 且 
包含 映射 :UB 导出 的 村 本 群 同 态 i ; zh(U)>r.《B) 是 平凡 
的 , 则 器 是 基本 邻 域 . 

3， 设 f: 5->T? 连续 ,证 明了 零 伦 . 

. 证明 P 到 了 ?只 有 一 个 映射 类 . 

5. 设 户 : 5 一 B 是 复 全 映射 (i 二 1,2)， 并 且 有 (CE 加) 到 

(Bayi) 的 辣 态 :上 , 一 Es ,证明 上 是 复 秋 映射 . 


$3 复 秋 变换 与 正则 复 普 空 间 


本 节 介 绍 一 类 常见 的 复 普 空间 一 一 正则 复 琶 空间 ,及 其 特殊 
情形 泛 复 秋 空间 . 复合 变 换 虽然 并 不 是 正则 复生 空间 的 特有 概念 ， 
但 只 对 正则 复 委 空 间 才 显 出 它 的 用 处 . 


3.1 复生 变换 


定义 5.2 设 p :EB 是 一 个 复生 映射 ,E 的 一 个 自 同 胚 
有 :EvE 如 果 满 足 p。 上 一 户 ,就 称 为 (E,pp) 的 一 个 复 玲 变换 (或 称 
升腾 ). 

按 上 节 的 术语 , 复 伙 变换 也 就 是 (E,p) 的 自 同 构 . 条 件 p。h 
一 就 是 说 是 p 的 提升 . 

显然 , id :EE 一 区 是 复 普 变 换 ;复生 变换 的 逆 也 是 复合 变换 ， 
复 状 变换 的 续 积 (复合 ) 也 是 复生 变换 . 于 是 ,全 体 复 登 变换 在 乘积 
运算 下 构成 群 , 称 为 (E,p) 的 复 夫 变 换 群 , 记 作 儿 (E,p). 

急 (E,p) 中 有 多 少 元 素 ? 为 了 考察 此 问题 , 取 定 eEE, 记 5 一 
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ple). 则 每 个 复 到 变换 hh 把 e 变 为 p105) 中 的 点 . 根据 提升 唯 -- 
性 ,当月 关 如 时 ,月 (e) 志 hr (2). 

命题 5.8 设 e Ep 1(5), 则 存在 hE 2(E,p) 使 得 he) 一 e' 
的 充 要 条 件 是 有 F.=H。. 

证 明 必要 性 设 有 使 hle)=e', 则 

Ho= pAm(E,e)) 一 plhlm(E,e)) 
= pem (Ee)) 一 五. 

充分 性 ”车 瑟 .== 旦 . ,根据 定理 5. 3, 存 在 p :E>B 的 提升 
有: EE 和 如 :E> 区 ,使 得 hle)=e' ,hi (e')=e. 于 是 由 .hh 也 是 
户 : EE 一 B 的 提升 ;并且 。h(e)=e. 由 提升 唯一 性 , h' 。h = id 、 
尊 理 4。 刀 = id .于 是 是 同 肚 ,WEB(E,p). 1 

然而 ,在 一 般 的 复 释 空间 中 ,命题 5. 8 的 条 件 并 不 是 总 能 成 立 
的 . 

例 1 考察 81 例 4 中 的 复查 空间 , 记 @ 〇 OD 字 形 的 切 点 为 名， 
则 p-'(6o) 是 复 委 空 间 中 的 三 个 切 点 a ,es,e3( 图 5-10). 不 难 证 明 
复 毒 空间 的 每 个 自 同 胚 必 须 保 持 ez 不 动 ,从 而 它 只 有 恒 同 这 一 个 


复 亚 变换 ， 


图 5-10 


3.2 正则 复生 空间 


定义 5.3 复 病 映射 p : E>B 如 果 对 某 个 eE E,H, 是 
xz.(B,p(e)) 的 正规 子 群 , 则 称 p 是 正则 复 束 映射 , 称 (E,p) 是 8 
上 的 正则 复 双 空间- 

事实 上 , 当 (E,p) 是 B 上 的 正则 复 共 空间 时 ,Ye € E, Hu. 都 
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是 五 (8,p(e')) 的 正规 子 群 , 这 是 因为 从 e 到 e' 的 道路 类 性 导出 的 


同 构 ws 和 p.(%) 避 出 的 同 构 (p.(WW)): 使 图 表 
Mm (Eve) ~ ni(E,e') 
| 
pe pe 
1 p(B))s 
m(B, ple)) m(B,ple)) 


交换 ,于 是 ,二 (p.(@))s (HH.) 是 x(B,p(le')) 的 正规 子 群 . 

因为 正规 子 群 只 和 自己 苍 ,所 以 对 于 正则 复 脸 空间 , 当 ee 
在 同一 纤维 中 时 ,五 .= 五 … 即 YEB,yeEezp 1(5) 决 定 mB,5) 的 
同一 正规 子 群 态 ., 以 后 将 它 记 作 瑟 。 

从 命题 5.8 容易 推出 ,CE,p) 是 B 上 的 正则 复 丰 空间 的 充 要 
条 件 是 ，Ye,eE€ ,如 果 ple) 一 ple'), 则 存在 复 到 变换 把 。 映 
为 e' 

例 2 把 5S 看 作 2 维 复 空间 C: 中 的 单位 球面 

So {za) | aol?+ |z) ?= 1}. 

作 f: 5 一 5: 为 f(z1,z2) 一 (exw,,e 裕 z,) ,其 中 p,q 为 自然 数 ， 
人 ,9 一 1(pPvg 互 素 ). 则 也 是 周期 同 胚 , f? = id ,并 且 当 1<r<p 
时 ，, 广 没有 不 动 点 (因为 广 和 和 到 都 不 是 整数 ,并 且 z ,zs 不 能 都 为 
0). 记 商 空间 S83/f 为 L(p,q) , 称 为 透镜 空间 . 根据 命题 5. 1, 粘 合 
映射 :5*>L(p,g) 是 复 下 映射 ,并 且 是 复 秋 变 换 , 每 个 纤维 都 
是 53 在 /作用 下 的 轨道 ( 即 点 集 {z,f(z),…,fr-1(z))), 于 是 同 
一 纤维 中 任何 两 点 。 和 e' 都 有 复 共 变换 (Jf 的 敌 ) 把 。 喘 为 e'. 因此 
是 正则 复 丰 映射 . 

不 难看 出 ,LC2,1) 一 PP 

一 般 地 ,命题 5. 1 中 所 给 出 的 复 委 映射 » : X-~>X/ 太 都 是 正 
则 的 .因此 , $ 1 中 例 1, 例 2, 例 5 和 例 6 给 出 的 都 是 正则 复 秋 映 
射 . 
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户 : BiSzte 和 81 例 3 给 出 的 也 都 是 正则 复 奏 映 
射 . 
定理 5.4 车 p: EB 是 正则 复 登 映射 ,bEB, 则 人 2(E,p) 
mB,6)/H,. 
证 明 因为 昌 , 是 x1(B,65) 的 正规 子 群 ,所 以 z1(B,8)/HH, 是 
商 群 .把 a€ zm,(B,5) 所 代表 的 x1(B,6)/Hs 中 的 元 素 记 作 [ej. 由 
于 是 正则 的 , 绝 (E,p) 与 p-'(5) 之 间 可 建立 一 一 对 应 关系 如 
下 :到 定 eE€p (DD) ,YhE 儿 (Ep), 令 8(4) 二 hle)E€p 1(5). 命 题 
5. 5 的 证 明 中 ,我 们 已 建立 从 
1(6) 到 zm(B,8)/Hs 的 一 
htey 一 对 应 隶 作 68=7。&: 
BE,p) =m (B60)/Hs, 它 
是 一 一 对 应 . 只 用 再 验证 8 
是 同 态 . 
按照 定义 ,YhE€ 多 (E， 


hle) 


A he)) 


| bata) 


Ga) (by 
5-11 


), 取 巨 中 从 。 到 hle) 的 道 
路 类 a， 则 8h) 二 [pla)] 
(图 5-11(a)). 

设 衣 ,jED@(E,p). 分 
别 取 a 和 a 是 EE 中 从 e 到 
h(e) 和 加 (Ce) 的 道路 类 , 则 就 


_ 得 如 (a) 是 从 如 (e) 到 如 。h(e) 的 道路 类 . 于 是 wo) 从。 到 


如 。h(e)( 图 5-11(b)), 从 而 


OK oh) = [pba hs (a))] 一 [poCw )pe(a)] = OC ) » OCh). 


这 就 证 明了 8 保持 运算 ,是 同 态 . 


3.3 泛 复 又 空间 


定义 5.4 如 果 复 琶 空间 (天 , 刀 ) 的 已 是 单 连通 的 ,就 称 为 泛 
复生 空间 (也 叫 万 有 复生 空间 ) ,相应 的 复 从 映射 称 为 泛 复 赤 映射. 
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泛 复 村 空间 是 一 种 特殊 的 正则 复 奏 空间 ,因为 YeE 瓦 , 瑟 , 是 
平凡 群 , 8 1 中 的 例 2 和 例 3 都 是 泛 复 每 空间, 本 节 中 例 2 给 出 的 
也 是 泛 复 每 空间 . 

根据 定理 5.4, 当 (已 ,如 ) 是 吾 上 的 泛 复 大 空间 时 ,ma(B) 宕 
50(E ,四 ). 这 给 出 了 计算 基本 群 的 一 种 途径 . 

例如 ,p: EE' 一 S!, zx! 1>e*™ 是 泛 复 琶 映射 ,不 难看 出 , 复 笃 变 
换 是 平移 ,移动 距离 是 整数 . 记 p : El' 一 为 p(x) 二 z+ 十 1, 则 
狠 ( 瑟 ,加 是 p 生 成 的 自由 循环 群 .于 是 于 657) 人 2. 

$1 例 3 中 的 p: EE 一 T? 也 是 泛 复 琶 映 射 , YPE 红 ( 瑟 , 力 )， 
有 Cz3) 一 (z 十 my 十 ) ,nmEL. 记 pgE DP,p)N Gr,y)= 
(zr 二 159) 0Czyy) 一 (zy 十 1), 则 纸 (E:,p) 是 以 8g 和 为 基 的 自 
由 交换 群 ,因此 m CT? 全 ZXZ， 

zt +53 上 L(p,9)( 见 例 2) 也 是 泛 复 用 映射 ,2(5’,x) 是 f 生成 
的 p 阶 循环 群 ,因此 x.(L(p,9)) 之 Z，. 

下 面 的 命题 说 明 ,B 上 的 泛 复 释 空间 是 B 上 所 有 其 他 复 彼 空 
间 的 复 大 空间 , 这 正 是 它 名称 的 来 源 ， “ 

命题 5.9 设 p。: Eo>B 是 泛 复 短 映射 , 户 : ~ 了 是 复 和 倒映 
射 , 则 有 复 全 映射 : EE, 使 得 p 。B 一 p，. 

证 明 因为 p。 是 泛 复 每 映射. 


Ee 
在 定理 5. 3 中 ,让 X 一 已 , 则 对 于 复 pb 
各 聊 射 ,映射 各 有 提升 : Es， 2 | 
即 多 使 右边 的 喘 碳 图 表 交 换 . 只 用 再 
验证 允 是 复 到 映射 
YeE EE, 记 4 一 pe). 取 UU 是 5 的 一 个 道路 连通 的 开 邻 域 ,使 
它 美 于 p 和 p, 都 是 基本 邻 域 设 六 是 p-!(U) 中 。 所 在 的 道路 分 
支 , 则 plV ;VU 是 同 胚 . 记 !{W。) 是 ps'(0) 的 连通 分 支 的 集合 . 
po (T=B1 (p10) ,因此 BW) C pr UO) = JW. Ye, 
BCW.)Cp-1(U) ,并且 是 道路 连通 的 ,于 是 它 在 p-1(U) 的 菜 个 道 
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路 分 支 中 ,这样 BCV) = |【】W。， 如 果 B(W,)Cy， 则 因为 


BICV 


PolWo 二 piV :多 |W。, 其 中 po|W,p|V 都 是 同 胚 , 所 以 |W : 
WV 也 是 同 胚 . 这 样 ,V 是 基本 邻 域 ,5 : E。>EE 是 复合 映射 . 『 


习 题 


1 设 p: EB 是 泛 复合 映射 , 则 B 是 局 部 半 单 连 双 的 ,并 
且 BB 的 道路 连通 开 集 U 是 基本 邻 域 所->U7 半 单 连通 ， 

2， 如 果 g 一 gq 能 被 p 整除 , 则 工 (p,q)==L(p ,9 ). 

3 车 p :EB 是 正则 复 登 映射 ,UCB 是 道路 连通 的 基本 
邻 域 ,V。 是 p '4U) 的 一 个 分 支 .证 明 p-'(0) 的 所 有 分 支 的 集合 
为 全 (VO) |hE DBE,p))}. 

4 设 :EB 是 泛 复 登 映射 ,G 是 名 (E,p) 的 子 群 . 记 E， 
二 E/G,5: EE 为 投射 ,p : EF 一 B 是 p 导出 的 映射 .证 明 世 与 
z 都 是 复 琶 映射 ， 

5， 设 p :>B 是 泛 复 短 映射,z 和 a' 蚌 B 的 两 条 有 相同 起 、 
终点 的 道路 ,& 和 全 是 a 和 a' 的 提升 , 且 2(0) 一 名 (0). 证 明 5(L) 
= (1) < —>aTa', 

6， 设 p :EB 是 泛 复 全 映射 ,eEE,5 二 ple). 记 B 的 以 6 
为 起 点 的 道路 类 的 集合 为 2, 规定 对 应 

pi1D,>E 
为 :YteyEQ,o((a)) 一 51), 这 里 去 是 < 的 以 e 为 起 点 的 提升 , 
证 明 o 是 一 一 对 应 . 


“3$4 复 肥 空间 存在 定理 


在 复合 空间 的 应 用 中 ,还 必须 解决 复生 空间 的 存在 与 否 的 问 

题 , 即 要 知道 满足 什么 条 件 的 空间 有 复合 空间 . 本 节 就 要 讨论 这 个 

问题 . 我 们 将 给 出 泛 复 秋 空 间 存在 的 一 个 充分 必要 条 件 , 并 指出 它 
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也 是 别 的 类 型 的 复生 空间 存在 的 充分 条 件 ,对 于 实际 应 用 中 直到 
的 大 多 数 空间 ,这 个 条 件 总 是 满 是 的 ,因此 它 不 会 成 为 应 用 复 个 空 
间 的 障碍 . 

如 果 空 间 怠 上 有 泛 复 生 空 间 , 则 B 是 局 部 半音 连通 的 ($3 
习题 1). 本 节 的 主要 定理 说 明 局 部 半 单 连通 还 是 存在 泛 复 具 空 间 
的 充分 条 件 . 

定理 5. 5( 复 鸽 空间 存在 定理 ) ”如果 拓 扑 空间 B 道路 连通 和 
局 部 道路 连通 ,并且 还 局 部 半 单 连通 , 则 B 有 放 复 登 空间 . 

证 明 下 面 是 一 个 构造 性 的 证 明 , 分 几 步 进行 . 

(一 )》 梅 造 空间 五 和 上 映射 p: EB 

8 3 的 习题 6 说 明 , 如 果 p: E>8 是 泛 复 具 映射 , 则 对 Y5E 
8,B 中 以 5 为 起 点 的 道路 类 的 集合 与 可 建立 一 一 对 应 关系 .这 
个 事实 启示 我 们 迈 出 构造 泛 复 到 空间 的 第 一 步 : 取 点 EB, 令 EE 
是 如 中 以 和 为 超 点 的 道路 类 的 集合 . 同时 规定 且 射 户 : ->B 为 ， 
YaEE,p(4) 二 a(1), 即 令 pla) 是 道路 类 a 的 终点 , 从 B 是 道路 连 
通 的 条 件 立即 推出 p 是 满 映 射 . 

现在 通过 规定 EE 的 一 个 拓扑 基 来 给 出 忆 的 拓扑 . 设 a€EE,U 
是 B 的 道路 连通 开 集 ,使 得 (1) EU, 规定 

(a,0) = (alw) |w 是 UU 中 起 点 为 <(1) 的 道路 } ， 


并 记 
多 二 {(a,U0)|a€ EU 是 at1) 的 道路 连通 开 邻 域 }. 

容易 验证 多 是 集合 巨 的 一 个 拓扑 基 . 规定 五 上 的 拓扑 为 梦 . 所 得 
拓扑 空间 仍 记 作 E. 

(二 ) p 是 连续 开 映 射 

容易 看 出 ,对 于 细 中 的 任 一 成 员 (a,U0),p(a,0)=U 是 8 的 
开 集 . 由 此 可 推出 p 是 开 了 映射 

要 证 ”连续 ,只 须 对 于 B 的 每 个 道路 连通 开 集 U, 验 证 
p-'(U) 是 开 集 { 因 为 由 B 局 部 道路 连通 推出 ,所 有 道路 连通 开 集 
构成 妃 的 拓扑 基 ), 为 此 要 说 明 YaE -KU7) 都 是 p-'(D 的 内 点 . 
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由 a€p '(U) 得 到 a(1) 二 p(n) EU, 从 而 (a,U)€ 8, 并 且 
plasU)=U. 于 是 a€ (a,U)Cp-(U), 因 此 a 是 p-1( 四 的 内 点 . 

在 进行 下 一 步 论证 之 前 , 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 (1) 如 果 (a,)E 多 ,BE (a 中), 则 (a,) 二 (8,U). 

(2) 如 果 人 ay 站) 后, 并 且 忆 半 单 连通 , 则 请 : (a,U)->U 是 
同 胚 映 射 ， 

证 明 (1) 设 8=akw),w 是 UU 中 的 道路 , 则 8(1) 一 wl1)€E 
,从 而 (8B,U) 有 意义 .并且 YYE (8,U) 可 写成 7 一 Blw'), 于 是 7 
二 elwrw')E La,U)， 这 样 (8,0)C Ca,U). 又 因为 a=B( 硬 )E 
C8,U0) ,同样 可 证 得 (a,U0)CCB,0). 于 是 《aU)= (8,UU), 

(2) p: (a,U)->U 是 连续 的 ,并 且 因为 wx,V) 是 五 的 开 集 ， 
p :EB 是 开 映 射 ,所 以 p: (a,U)>U 也 是 开 映 射 , 为 证 明 它 是 
间 是 瑞 射 ,只 用 验证 p 是 一 一 对 应 . 设 记 ,BE (eaDD) 昌 如 (8 ) 一 
pp 一 设 忆 一 az,B 一 atzoz), 则 rzmvaos 都 是 UU 中 从 aC1) 到 
5 的 道路 . 由 于 UU 半 单 连通 , (wr) 一 4ws) ,从 而 有一 pa. 这 证 明了 
Pp : (a,U)U 是 单一 的 . 上面 旱 已 指出 它 是 满 的 ,从 而 确 为 一 一 
对 应 . 引 理 证 毕 . 

现在 继续 证 明定 理 5. $. 

(三 ) 求 召 的 基本 邻 域 . 

YbEB, 取 U 是 5 的 半 单 连通 的 开 邻 域 , 则 

U GW pt). 
a€p 106) 
下 面 证 明 反 向 的 包含 关系 .YB8E tp (CD) , 则 pt8,U) 一 U ,因此 存 
在 a€ p71(5) 站 (CB,U), 由 引 理 的 (1),(B,0)==Ca,U). 从 而 € 
a0) CC 【| (ww,D). 我 们 已 得 到 p-1(U) 的 分 解 式 


Ep lb) 


p71 = LU aD, 
Ep DY 
对 于 加 “人 ?中 不 同 的 元 素 a,a ,Ca,U) 与 (x ,U) 不 相交 . (否则 , 设 
BE Ca NO) ,Na UV) oRU) = ,UF 于 是 p: (a,U) 
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一 0 把 a,a 都 映 到 2 与 引 理 的 (2) 矛 盾 , ) 因 此 每 个 开 集 (a, 口 ) 确 
是 p-'(U) 的 道路 分 支 . 引 理 的 (2) 已 说 明 p: (a,U)>U 是 同 胚 ， 
YaE pp 1(6), 这样 U 符合 基本 邻 域 的 条 件 . 

(四 ) 为 说 明 p : 5 一 B 是 复 从 映射 ,只 须 青 验 证 是 道路 连 
通 的 . 记 wm 是 如 处 的 点 道路 所 在 的 道路 类 . 我 们 来 证 明 ,Ya€ EE， 
存在 E 中 道路 连结 mw 和 a. 设 ==《a). 我 们 用 ai(r,s€E 了 表示 BB 
如 下 规定 的 道路 : 

CD 一 akr(l 一 力士 2， vtel. 

作 了 映射 &: I->E 为 4() 一 {a5). 于 是 a(0)=a0,4(1)== a) 二 a 

验证 a 的 连续 性 ,为 此 要 对 Y (8,0)E 家 ,证 明 2 (8,D) 是 了 
的 开 集 ，Ys E21(B,D0)， 由 于 (9) 一 bas)€ (BU), 则 als) 一 
《ai) (1)EU, 由 a 的 连续 性 ,可 取 人 >0, 使 得 当 |r 一 s|<6 时 ,道路 
如 在 中 .于 是 (as) 二 人 a3)《as)€E (8,0), 从 府 a0)E€E (6,U) ,rE 
2 (8,D). 这样,s 是 a7'(8,U) 的 内 点 .由 :的 任意 性 ,得 出 
471(8,0) 确 是 开 集 . 这 样 ,& 确 是 连结 m 和 a 的 道路 . 

(五 最 后 来 证 明太 单 连 通 . 由 于 已 证 明 p : E>B 是 复 倒 肌 
射 .只 用 验证 : 当 吾 中 处 的 闭路 a 在 w 处 的 提升 若是 闭路 , 则 
(a) 二 oo, 事实 上 , 按 (四 ) 的 方式 构造 的 和 就 是 < 的 提升 ( 它 是 唯一 
的 1).& 是 闭路 ,就 是 (a) 一 al) 一 5(0) 一 oo， 下 

对 于 一 般 复 全 空间 的 存在 性 ,8 的 局 部 半 单 连通 也 是 充分 条 
件 . 一 般 的 复合 空间 存在 定理 叙述 如 下 : 

定理 5. Sa 如 果 8 道路 连通 ,局 部 道路 连通 和 局 部 半 单 连 
通 , 则 对 Y65€ B 和 CB,5) 的 尾 一 子 群 G, 存 在 复 秋 映射 p : EB 
以 及 p (6) 的 一 点 e, 使 得 五. 一 C. 

读者 可 以 仿照 定理 5. 5 的 证 明 方法 , 写 出 这 个 一 般 定理 的 证 
明 , 这 里 省 略 了 ., 它 也 可 作为 定理 5. 5 的 推论 ,不 过 要 用 到 下 面 的 
命题 . 

命题 5.10 若 B 有 渗 复 县 空间 , 则 对 YbEB 和 zr.(B,5) 的 任 
一 子 群 G, 存 在 复 惨 耽 射 p ; E>B 以 及 p-1(5) 的 一 点 。, 使 得 互 . 

167 


nn 


=G. 

证 明 论证 的 一 部 分 已 在 $3 的 习题 中 出 现 . 

设 : 久 >B 是 泛 复 各 映射. 取 定 2€ B71(5). 记 9: 吃 (E,5) 
一 m8,5) 是 定理 5.4 证 明 中 规定 的 同 构 ,G= 信 1(G), 记 E=E/ 
Gs,p :E>B 是 诱导 的 映射 , 则 是 复 委 映射 ( 见 $ 3 习题 3). 设 
< 是 z 所 在 的 局 等 价 类 , 则 ple) 一 (2z) 二 5&. 剩 下 只 须 证明 H.=G 
了 . 

Yla)Em(B,6), 记 祝 = 扩 1((a)). 设 是 亡 中 以 z 为 起 点 的 
道 咯 , 且 方 5 一 a, 则 1) 一 区 (2). 记 韦 : 六 > 匹 为 投射 , 则 如。 弃 
是 al 关 于 p) 在 e 处 的 提升 ,于 是 

(a) € 日 ,<>p。5 是 e 处 的 闭路 二 p(B(2)) 二 e 

| 


168 


第 六 章 单纯 同调 群 (上 ) 


向 调理 论 是 代数 拓扑 学 的 最 基本 的 组 成 部 分 . 在 同 谓 论 中 , 拓 
扑 空间 对 应 着 一 系列 交换 群 , 称 为 它 的 同调 群 ;连续 映射 对 应 着 空 
闻 的 同调 群 之 闻 的 同 态 , 它们 有 拓扑 不 变性 和 辐 伦 不 变性 ,从 而 深 
刻 地 反映 了 空间 的 拓扑 特征 . 并 且 因为 我 们 同时 建立 各 种 维 数 的 
同调 群 ,所 以 它们 不 仅 能 像 基本 群 那样 解决 低 维 几 何 问题 ,也 能 解 
决 高 维 问题 . 

有 多 种 同调 论 系 统 , 单 纯 同 调 论 是 其 中 最 简单 .出现 最 早 的 一 
种 . 它 只 适用 于 一 类 特殊 的 空间 ,这 种 空间 是 欧 氏 空间 中 具有 组 合 
结构 的 紧 致 子 集 ,能 用 一 些 最 简单 的 几何 体 ( 所 谓 单纯 形 ”) 有 规则 
地 拼接 成 . 单纯 同调 论 正 是 利用 这 种 组 合 结构 ,用 组 合 方法 构造 同 
调 群 的 ,因此 也 称 作 组 合 拓扑 学 . i 

单纯 同调 论 几何 直观 强 ,易于 计算 . 尽管 它 对 空间 的 要 求 似乎 
过 于 苛刻 ,但 许多 常用 空间 都 符合 其 要 求 , 再 加 上 同 伦 不 变性 , 它 
仍 不 失去 广泛 的 应 用 . 它 还 是 学 习 其 他 同调 论 的 基础 . 

单纯 同调 论 内 容 十 分 丰富 ,理论 的 建立 也 比 基 本 群 困难 得 多 . 
本 书 只 能 介绍 它 的 最 基础 的 部 分 . 本 章 讲 单纯 同调 群 的 定义 及 有 
关 的 基本 概念 ;第 七 章 讲 连续 映射 异 出 的 同调 群 的 同 态 , 第 八 章 介 
绍 单纯 同调 群 的 一 些 应 用 ， 

我 们 涉及 的 群 都 是 交换 群 (或 称 Abel 群 ), 按 照 代数 学 的 习 
惯 ,以 后 铬 的 运算 称 作 加 法 ,单位 元 记 作 0; 平 凡 群 称 为 零 群 ,也 记 
作 0; 平 凡 同 态 称 为 零 同 态 ;两 个 群 的 直 积 称 作 直 和 ,并 用 四 作 运 
算 符号 ,例如 ZODZ 就 是 ZXZ. 本 书 将 用 到 的 有 关 交 换 群 的 一 些 
知识 (主要 是 有 限 生成 交换 群 的 直 和 分 解 定理 ) 放 在 附录 A 中 . 
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$1 单纯 复合 形 


本 节 介绍 单纯 同调 论 所 适用 的 空间 . 关于 欧 氏 空间 ,我 们 作 如 
下 约定 ; 当 mn<m 时 ,E" 将 自然 看 作 E” 的 子 空间 , 它 由 E" 中 后 面 
六 一 2 个 坐标 为 0 的 那些 点 所 构成 . 因此 低 维 欧 氏 空间 中 的 图 形 也 
自然 是 高 维 欧 氏 空间 中 的 图 形 . 一 般 地 我 们 将 不 指出 欧 氏 空间 的 
维 数 ,读者 可 认为 一 切 讨论 都 是 在 足够 高 维 的 欧 氏 空间 中 进行 的 . 


1.1 单纯 形 


单纯 同调 论 所 适用 的 空间 是 用 各 种 维 数 的 单纯 形 所 构造 的 . 
低 维 的 单纯 形 是 我 们 十 分 熟悉 的 几何 图 形 :0 维 单纯 形 是 点 ,1 维 
单纯 形 是 直线 段 ,2 维 单纯 形 是 三 角形 ,3 维 单纯 形 是 四 面体 . 高 维 
单纯 形 则 是 它们 的 高 维 类 似 物 ,为 了 给 出 它 的 明确 定义 , 先 来 分 析 
低 维 单 形 的 几何 特征 . 

首先 , 低 维 单纯 形 都 是 各 自 顶 点 集 的 屿 包 , 即 包含 它 的 各 顶点 
的 最 小 凸 集 ,从 面 它们 由 顶点 完全 确定 , 其 次 ,这 些 低 维 单纯 形 的 
顶点 是 要 满足 一 定 的 几何 条 件 的 ,如 三 角形 的 三 个 顶点 不 共 线 ,四 
面体 的 顶点 不 共 面 等 , 这 些 条 件 推广 为 下 面 的 概念 , 欧 氏 空间 中 的 
有 限 点 集 4 一 {ao,a1,… ,a。} 称 为 处 于 一 般 位 置 (或 称 几何 无 关 )， 
如 果 对 于 它们 ,满足 下 列 两 个 条 件 ; 


(1) DA=0; 
气 


(2) Daa =0 
的 实数 组 为 ,为 ,… ,为 一定 都 为 0. 
显然 当 4 只 有 一 点 时 , 它 是 处 于 一 般 位 置 的 ,两 个 不 同 点 也 
处 于 一 般 位 置 . 从 解析 岂 何 知道 , 当 一 2 或 3 时 ,4 处 于 一 般 位 置 
相当 于 它 不 共 线 或 不 共 面 . 下 面 的 命题 给 出 点 组 处 于 一 般 位 置 与 
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向 量 组 线性 无 关 这 两 个 概念 的 联系 . 
命题 6.1 设 六 >0, 则 4 一 {ao ,oj} 处 于 一 般 位置 < > 向 
景 组 {a 一 Qo0,… ,a 一 qo} 线 性 无 关 ， 


证 明 一 =>、 设 实数 组 为,…, 为 使得 Xa; 一 ao) = 0 
记 为 二 一 J, 则 了 =0 ,并且 


ha 一 Pac 一 so) 一 0 
由 4 处 于 一 般 位 置 得 到 九 一 丸 一 … 一 一 0, 因 此 (aa 一 
an) 线性 无 关 - 
一 一 ， 设 实数 组 为, 丸 ,…, 入 符合 (1) 和 (2), 从 (1) 得 出 为 


一 一 沾 ,代入 (得 到 XG; 一 a0) 一 0 ,由 于 (au 一 ao 


一 go} 线 性 无 关 , 得 到 为 一 … 二 入 一 0, 再 从 (1) 得 出 加 二 0, 这 说 明 A4 
处 于 一 般 位 置 。 上 

如 果 wm 用 任何 别 的 a; 代替 ,命题 仍然 成 立 . 

定义 6.1 欧 氏 空间 中 处 于 一 般 位 置 的 x 十 1 个 点 {ao,… sa,} 
(nx 之 0) 的 凸 包 称 为 一 个 维 单纯 形 ,简称 a 维 单 形 , 记 作 (a6,2， 
a). 称 a 为 它 的 顶点 ,i 一 0,… sn 

本 书 中 为 了 简便 ,常用 小 写 英文 字母 或 希 脂 字 母 来 命名 一 个 

单 形 , 并 在 下 面 加 一 模 线 ,如 单 形 s, 单 形 = 等 . 0 维 单 形 只 有 一 个 
点 , 即 它 唯一 的 顶点 e ,通常 就 记 作 a. 

不 难 验证 ,对 于 欧 氏 空间 的 任 一 于 集 4,4 的 凸 包 为 

{ 症 hxe|x > 0, 只 有 有 限 个 不 为 0, 并 且 > 一， 


EA 4 


因此 作为 点 集 ， 
(Caos an) 一 {Dal 之 0 一 1}， 


也 就 是 说 ,YzE (ac,al,…,an), 存 在 非 负 实数 组 {入 ,为 ,… ,使 
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得 z 一 也 Xo, ,并 且 六 一 1, 这样 的 实数 组 是 被 = 唯一 次 定 
的 ,因为 如 果 { 六 ,4 …, 加 } 也 适合 要 求 , 则 有 


(1) pe Da Sx = 0 


气 
CO wii 
名 四 加 | 


从 而 由 faosas,… saw} 处 于 一 般 位 置 推出 为 一 尺 二 0Gi 一 0,1,…,). 
称 {加 ,0 入,… ,入 ) 为 工 关 于 顶点 集 {ao,41,…,4,) 的 重心 坐标 . 

把 向 量 组 {a 一 ao，… sa, 一 ao} 所 张 的 维 子 空间 记 作 工 ,将 上 
作 平 移 向 量 为 cs 的 平移 ,得 到 超 平面 工 十 os@. 不 难得 出 


L+a= {D0| DA 
于 是 上 十 a 二 上 十 qiGi 二 0,1,…,2). 称 它 为 {aosa1,…… ,a,} 所 张 的 超 


平面 ,由 {eo,e,…;ya} 处 于 一 般 位 置 ,推出 ! 工 十 ae 上 的 每 一 点 
决定 一 数组 (Xu ,>} ,使 得 工 
一 补 ha, 六 一 1 称 它 为 = 关 
于 faoyal,…a*} 的 重心 坐标 . 于 
是 , (aeoyaiy…yeu) 是 工 十 ae 上 具有 
非 负重 心 坐标 的 点 所 构成 的 子 集 ， 

设 欧 氏 空间 的 点 6 二 (0,，…， 
0 ,07, 则 (evereser 处 
于 一 般 位 置 , 称 (elyez,…，erl) 为 
? 维 自然 单 形 ,简单 记 作 信 .图 6-1 
中 画 出 了 外 ,4 和 A. 自然 单 形 上 点 的 重心 坐标 就 是 它 原来 的 直 


图 6-1 


外 欧 氏 空间 中 一 个 上 维 线性 子 空间 上 经 过 平移 得 到 的 像 称 为 一 个 大 维 超 平面 、 
如 果 平 移 疝 量 为 4, 则 记 此 超 平 面 为 工 十 4. 
1 
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角 坐 标 ， 

单 形 的 顶点 在 几何 上 区 别 于 单 形 上 
的 其 他 点 . 对 于 单 形 s 上 的 非 顶 点 +, 有 s 
上 的 线段 以 z 为 中 点 (图 6-2), 对 于 顶点 
这 种 线段 不 存在 (习题 4). 因此 单 形 的 顶 
点 被 单 形 所 决定 ,从 而 单 形 上 点 的 重心 坐 
标 也 是 确定 的 (在 不 计 次 序 的 意义 下 ) 

重心 耸 标 全 为 正 数 的 点 称 为 单 形 的 
内 点 ,其 余 的 点 , 即 至 少 有 一 个 重心 坐标 
为 0 的 点 称 为 单 形 的 边缘 点 ; 单 形 :的 全 部 内 点 的 集合 记 作 了 , 称 
为 :的 内 部 ,全 部 边缘 点 的 集合 记 作 3s, 称 为 的 边缘 . 

维 数 相 同 的 单 形 互 相同 胚 ,n 维 单 形 同 胚 于 ,其 边缘 同 且 
于 5S” .这些 都 留 作 习 题 . 

如 果 单 形 上 的 顶点 都 是 单 形 : 的 顶点 , 则 说 上 是 :的 面 , 记 作 上 
<i 例如 总 有 :<s's 的 每 个 顶点 都 是 : 的 面 . 当 上 +<s, 并 且 上 的 维 
数 小 于 s 的 维 数 时 ,就 说 z 是 s 的 真 面 . 

例如 单 形 :一 (woya ,az)， 则 它 的 真 面 有 : 0 维 面 eu,a 和 oz; 
1 维 面 (co,a),(cayezy, (aaa). 

当 z<s 时 ,作为 点 集 , 有 包含 关 系 :Cs. 如 果 上 是 :的 真 面 , 则 
tC as. 反 之 s 的 每 个 边缘 点 必 在 s 的 某 个 真 面 上 ,例如 若 xE (ao， 
,4s), 它 的 重心 坐标 为 二 0, 则 它 在 真 面 (ao,…,as_1) 上 .于 
是 , 单 形 的 边缘 就 是 它 的 所 有 真 面 的 并 集 . 


1.2 单纯 复合 形 


单 形 就 像 建筑 中 的 预制 件 ,可 用 来 拼接 成 复杂 一 些 的 空间 , 但 
拼接 是 要 有 规则 的 ,主要 的 规则 就 是 规则 相处 、 

两 个 单 形 称 为 规则 相处 的 ,如 果 它 们 不 相交 ,或 者 相交 部 分 是 
它们 的 公共 面 ,图 6-3 的 (a),(b,(c) 是 一 个 2 维 单 形 与 一 个 1 维 
单 形 规则 相处 的 情形 ,而 Cd,Ce),(f) 都 不 是 规则 相处 的 . 
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(a) (by Ce) 
{a) 人 Ce) CD 


图 6-3 

如 果 三 ,ts 都 悬 单 形 的 面 , 则 人 Nts 就 是 它们 的 公共 顶点 所 
张 的 单 形 ,是 ,ts 的 公共 面 (或 悬空 集 ), 因 此 二 与 .如 规则 相处 . 

定义 6.2 设 K 是 以 单 形 为 元 京 的 有 限 集合 ,如果 满足 

《1) KK 中 任何 两 个 单 形 规则 相处 : 

《2) 如 果 sEK,t<s, 则 £2EK， 

就 称 是 一 个 单纯 复合 形 ( 本 书 中 简称 为 复 形 ) , 称 KK 中 单 形 维 
数 的 最 太 值 为 KK 的 维 数 , 记 作 dimK- 

复 形 天 中 的 0 维 单 形 称 为 天 的 顶点 . 

例如 , 设 : 是 =” 维 单 形 , 记 Cls 为 的 所 有 面 的 集合 , 则 Cls 显 
然 是 一 个 单纯 复合 形 , 维 数 为 =, 称 为 的 闭 包 复 形 , 当 *>>0 时 , 记 
Bds 是 :的 所 有 真 面 的 集合 , 则 它 是 一 个 ”一 维 复 形 , 称 为 :的 边 
缘 复 形 , 它 只 比 Cls 少 : 这 一 个 单 形 . 

复 形 KK 的 一 个 子 集 工 如 果 也 是 复 形 ,就 称 工 是 玫 的 一 个 子 
复 形 . 例如 Bds 是 Cls 的 子 复 形 . 复 形 K 的 任 一 子 集 工 显 然 都 满 
足 定义 6.2 中 的 条 件 (1), 因 此 它 是 不 是 KK 的 子 复 形 只 须 检 验 条 
件 (2). 

复 形 K 中 所 有 维 数 不 超过 自然 数 ~ 的 单 形 构成 的 一 个 子 
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复 形 , 称 为 天 的 = 维 骨架 , 记 作 K". 例如 Bdz 是 Cls 的 = 一 1 维 骨 
架 (n 是 单 形 = 的 维 数 ), 开 的 0 维 骨 架 K* 就 是 它 的 顶点 集 . 

复 形 K 如 果 不 能 分 解 为 两 个 非 空 不 相交 于 复 形 的 并 ,就 说 下 
是 连通 的 ,否则 称 KK 不 连通 , K 的 一 个 连通 子 复 形 工 称 为 天 的 一 
个 连通 分 支 ,如 果 天 也 是 子 复 形 . 不 难 证 明 K 的 连通 分 支 就 是 
它 的 极 大 连通 子 复 形 . 显然 每 个 复 形 总 可 分 解 为 有 限 个 连通 分 支 
的 并 集 . 

应 该 注意 , 复 形 不 是 拓扑 空间 ,而 是 一 个 有 组 合 结构 的 集合 . 
因此 ,这 里 所 说 的 连通 和 连 道 分 支 与 拓扑 空间 的 连通 和 连通 分 支 
是 不 同 的 概念 

复 形 K 如 果 有 一 个 顶点 a, 使 得 中 的 单 形 或 者 本 身 以 a 为 
一 个 顶点 ,或 者 是 中 某 个 以 a 为 一 个 顶点 的 单 形 的 面 , 则 称 KK 
为 一 个 单 弛 锥 , 称 a 为 它 的 锥 顶 . 图 6-4 中 的 两 个 复 形 都 是 单纯 


as 


图 6-4 


锥 ,左边 的 复 形 ( 它 由 3 个 2 维 单 形 及 它们 的 面 构 成 ) 的 锥 项 是 w,; 
右面 的 复 形 ( 它 由 ? 个 3 维 单 形 及 它们 的 面 构 成 ) 的 顶点 a1 ,as,as 
都 可 作为 锥 顶 . 任 一 单 形 的 闭 包 复 形 是 单纯 锥 ,每 个 顶点 都 是 锥 
顶 ， 


1.3 多 面体 与 可 半分 空间 


单纯 复合 形 不 是 拓扑 空间 ,但 单 形 是 欧 氏 空间 的 子 集 . 设 天 
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是 一 个 复 形 , 记 
| 天 | 一 Us 

定义 6.3 设 X 是 欧 氏 空间 的 一 个 子 集 , 如 果 存 在 单纯 复合 
形 KK, 使 得 X=|K|, 就 称 X 是 一 个 多 面体 , 称 玉 是 六 的 一 个 单 
纯 训 分 (也 称 三 角 训 分 ) , 称 六 是 的 多 面体 . 

例如 |Cls| 二 s, |Bds| = s ,因此 每 个 单 形 和 它 的 边缘 都 是 多 
面体 . 不 难看 出 ,平面 上 的 多 边 形 和 EF 中 的 “多 面体 ”( 按 立体 几何 
的 意义 ) 都 是 现在 意义 的 多 面体 . 因此 定义 拓 广 了 立体 几何 中 多 面 
体 概念 的 含义 . 

一 个 多 面体 可 以 有 许多 不 同 的 单纯 痢 分 ,如 设 三 是 一 线段 . 则 
瑟 := {(a,bya, 全 是 z5 的 一 个 单纯 削 分 , 任 取 一 个 内 点 c, 则 天 :一 
{(ac),Cc.b) arpsc} 也 是 05 的 一 个 单纯 剖 分 . 

命题 6.2 设 天 是 复 形 ,| 天 | 一 X, 则 对 X 的 在 意 点 =, 存 在 
下 中 唯一 单 形 *, 使 得 rE 5 , 称 它 为 工 的 承载 单 形 , 记 作 Carxz 

证 明 由 于 和 一 |K 一 Ws , 工 必 定 包 含 在 大 的 某 些 单 形 


中 , 记 s 是 其 中 维 数 最 低 的 , 则 zxE.5 (否则 z€ as, 从 而 工 属于 > 
的 某 个 真 面 +, 它 的 维 数 小 于 s). 

如 果 zEyEK, 并 且 去 s, 则 由 于 s 与 规则 相处 ,s 站 
合 z, 因 此 非 空 ) 是 :与 s 的 公共 面 . 它 的 维 数 不 低 于 s, 因 此 
二 s,s<s ,x 不 是 # 的 内 点 .这 样 ,KK 中 只 有 s 以 为 内 点 

多 面体 并 不 是 拓扑 概念 , 它 是 分 片 “ 平 直 "的 ,因此 ,尽管 4 维 
单 形 s 的 边缘 3s 是 多 面体 ,与 它 同 凸 的 4 一 1 维 单位 球面 并 不 是 多 
面体 . 与 多 面体 相关 的 拓扑 概念 是 可 剂 分 空间 . 

定义 6.4 与 某 个 多 面体 同 胚 的 拓扑 空间 称 为 可 剖 分 空间 
如 果 天 是 复 形 ,gp: | 天 |-* 克 是 同 胚 映射 , 则 把 玉 和 9 一 起 称 作 可 
章 分 空间 X 的 一 个 单纯 剖 分 (或 称 三 角 剖 分 ), 记 作 ( 天 ,内 (常常 
简单 地 称 玉 为 不 的 剖 分 .》 
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到 II 


于 是 ,对 任何 =”,9" 是 可 训 分 空间 . 平 环 是 可 痢 分 的 ,图 6-5 的 


SA 


图 6-5 
(a) 和 (b) 中 的 复 形 的 多 面体 都 是 平 环 . 把 它们 在 (ai,2s)? 处 前 开 ， 
就 能 把 它们 展开 成 (c) 的 形式 ,注意 它 的 两 侧 是 同一 个 1 维 单 形 
《aiyad) 
M5bius 带 也 是 可 剖 分 的 ,图 6-6(a) 是 它 的 一 个 前 分 ,(b) 是 
此 剂 分 的 晨 开 图 . 
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第 三 章 证 明 闭 曲面 分 类 定理 时 ,我 们 已 用 到 闭 曲 面 是 可 痢 分 
空间 的 结果 , 它 是 1925 年 被 T, Rado 所 证 明 的 .下面 给 出 几 个 常 
见 闭 曲 面 的 典型 前 分 

图 6-7 是 环 面 7 的 一 个 剖 分 和 它 的 展开 图 . 它 由 9 个 四 边 形 


图 6-7 
粘 接 成 ,每 个 四 边 形 分 割 成 两 个 2 维 单 形 ,因此 共有 18 个 2 维 单 
形 ,27 个 1 维 单 形 ,9 个 顶点 . 
图 6-8(a) 和 Cb) 分 别 是 Klein 瓶 和 射影 平面 P? 的 剖 分 的 展开 


> 
ye 


{a) Cb) 


图 6-8 
.相应 的 复 形 不 能 在 E? 中 实现 ,因此 画 不 出 来 . 怎么 说 明 这 两 个 
展开 图 确实 表示 复 形 ?回答 此 问题 只 须 在 欧 氏 空间 中 构造 出 复 形 ， 
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它 具 有 展开 图 中 所 示 的 结构 以 已: 为 例 , 设 天 是 Cl4s 的 子 复 形 ， 
它 由 所 有 顶点 ,所 有 1 维 单 形 和 以 下 10 个 2 维 单 形 所 构成 : (ev， 
p21€;) ,eorerses), (enre1se3), Ce1rerres) (e263164) s (eos€2 es), (en 
eye ,ererres) ,ersezses),(esserses). 则 KK 具有 图 6-8Cb) 中 展 
开 图 所 示 的 结构 ,从 而 |K| 是 P?. 


习 题 


1， 设 {aoya,…es} 是 欧 氏 空间 中 处 于 一 般 位 置 的 点 组 ,2 是 
欧 氏 空间 的 一 点 , 则 {b,aovai,…ya*} 处 于 一 般 位 置 < 一 >6 不 在 
{aoyaly…vas} 所 张 成 的 超 平面 上 . 

2. 设 := (ao,a1，"…,4s) 是 维 单 形 ,6 是 欧 氏 空间 中 一 点 ,使 
得 对 s 的 任何 两 个 不 同 点 zz ,线段 8 和 82 只 交 一 点 乌 则 1 
aao} 处 于 一 般 位 置 . 

3， 设 5 是 单 形 s 的 内 点 ,证 明 对 3s 上 的 两 个 不 同 点 zz ,76 
Nr6={6}. 

4、 设 rz,z 是 单 形 :的 两 个 不 同 点 ,e 是 线段 z 避 的 中 点 ,证明 
< 不 是 :的 顶点 . 

5， 证 明 若是 维 单 形 , 则 3s 衬 S” ',s 衬 PD". 

6. 设 天 是 单 形 的 有 限 集合 . 证 明天 是 复 形 的 充分 必要 条 件 
是 : 

(1) 若 sE 天 , 则 :的 面 也 在 天 中 ; 

《2) KK 中 任何 两 个 单 形 的 内 部 不 相交 . 

7， 如 果 KK1,K; 都 是 复 形 天 的 子 复 形 , 则 天 UK: 和 Kf KK 
也 都 是 K 的 子 复 形 . 

8、 设 工 是 复 形 ,a 是 欧 氏 空间 中 一 点 ,满足 :对 |L| 上 任何 两 
个 不 同 点 zx,x' ,az 站 ax 一 [a}.YsEL, 记 as 是 a 与 8 的 顶点 一 起 
张 成 的 单 形 (参见 习题 2). 规定 

= {asls EL}U {a} UL. 
证 明天 是 复 形 ,并 有 是 以 a 为 欠 顶 的 单纯 能 


9， 设 KK 是 复 形 ,证 明 F 列 条 件 互相 等 价 : 
(1) K 连通 (2) | 天 | 连通 (3) K' 连通 . 
10. 设 玉 是 连通 复 形 ,证 明 
mlKD) ndK’D). 
11， 证明 复 形 的 连通 分 支 是 极 大 连通 子 复 形 . 
12， 设 工 是 复 形 天 的 连通 子 复 形 , 则 工 是 K 的 极 大 连通 子 
复 形 <>K\L 中 任 一 单 形 的 顶点 都 不 在 K 中 . 


13， 设 大 是 复 形 , 则 |K| 一 [js 


8$ 2 单纯 复合 形 的 同调 群 


本 节 从 单纯 复合 形 的 组 合 结构 出 发 ,构造 它 的 同调 群 . 复 形 的 
组 合 结构 包括 两 个 要 素 : 它 所 包含 的 各 维 单 形 的 个 数 和 这 些 单 形 
的 连接 关系 . 链 群 和 边缘 同 态 分 别 反映 了 这 两 个 要 素 ,它们 是 建立 
同调 群 的 关键 概念 , 单 形 的 定向 概念 有 助 于 更 好 地 刻画 单 形 间 的 
连接 关系 , 它 是 建立 边缘 同 态 的 基础 . 


2.1 单 形 的 定向 


单 形 的 定向 是 从 向 量 空间 的 定向 概念 引伸 来 的 . 向 量 空间 的 
定向 是 用 基 向 量 组 确定 的 . 维 向 量 空间 的 有 序 的 个 线性 无 关 
向 量 称 为 一 个 基 向 量 组 , 它 确定 一 个 定向 . 两 个 基 向 量 组 的 过 渡 矩 
阵 的 行列 式 如 果 是 正 数 , 则 它们 确定 同一 定向 ,是 负数 则 确定 相反 
的 定向 ,因此 ”>0 时 ,n 维 向 量 空间 有 两 个 定向 . 

设 s 是 一 个 4 维 单 形 ,n>0. 记 工 是 与 s 所 在 的 超 平面 平行 的 
+ 维 向 量 空间 , 如 果 取 定 8 顶点 的 一 个 排列 coyal,…,e,* 则 由 - 

Ql auds — do sd, 一 ao 
确定 上 的 一 个 基 向 量 组 ,从 而 得 到 工 的 一 个 定向 . 这 个 定向 依赖 
于 :顶点 的 排列 .不 难看 出 , 当 原 排列 作 一 次 对 换 时 , 则 新 排列 得 
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到 的 定向 与 原 定 向 相 友 . 于 是 , 当 两 个 排列 相差 偶 置换 时 ,它们 确 
定 荆 的 同 -定向 ,相差 奇 性 换 时 确定 相反 的 定向 .把 s 质点 的 全 部 
-排列 ( 共 (n 十 1)1 个 ) 分 为 两 大 类 :相差 偶 置换 的 排列 属 同一 类 , 相 
差 奇 咀 换 的 排列 属 不 同类 . 于 是 ,每 一 类 确定 工 的 一 个 定向 , 基于 
以 上 几何 背景 ,我 们 直接 称 这 两 个 排列 类 为 = 维 单 形 s 的 两 个 定 
向 . 称 取 定 了 定向 的 单 形 为 定向 单 形 . 于 是 : 顶点 的 任 一 排列 ev， 
wa 确定 :的 一 个 定向 ,把 相应 的 定向 单 形 记 作 


doa a 


be 


图 6-9 

图 6-9 表 出 1 维和 2 维 定向 单 形 的 情形 . 左 图 是 1 维 单 形 (a。， 
41) , 它 的 两 个 定向 单 形 为 aoa 和 aao，* 分 别 是 两 条 有 向 线段 . 右 图 
是 2 维 单 形 (asyai,ez)， 它 的 两 个 定向 单 形 分 别 是 aaia: 一 aazan 
一 aaasal 和 aoaza 一 aaaiao 一 4aoazy 两 个 定向 分 别 是 所 在 平面 的 道 
时 针 转 向 和 顺 时 针 转向 . 

以 上 讨论 对 0 维 单 形 不 适合 ,因为 0 维 单 形 只 有 一 个 项 点 ,也 
就 只 有 一 个 排列 . 为 了 叙述 上 的 统一 ,也 把 0 维 单 形 称 为 0 维 定向 
单 形 . 

本 书 中 常用 小 写 英文 字母 或 希腊 字母 (下 面 不 加 模 线 ) 命 名 定 
向 单 形 ,如 定向 单 形 ,定向 单 形 = 等 . 对 定向 单 形 也 讨论 面 的 关 
系 , 也 用 记号 ”<” 事实 上 对 定向 单 形 , 面 的 关系 内 涵 更 丰富 了 ,以 
后 将 详细 论述 . 
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2.2 链 群 


设 天 是 一 个 复 形 ,D<e<sdimK. 设 K 有 wm 个 9? 维 单 形 ,并 记 

T,(K) 是 下 的 所 有 4 维 定向 单 形 的 集合 .于 是 , 当 4>0 时， 
#T,(K) 一 20, #T(K) 一 or 
这 里 # 号 表示 和 集合 合 元 素 的 个 数 或 势 . 

定义 6.5 定义 在 了 ,CK) 上 的 -个 整 值 消 数 ,如 果 在 相反 定 
向 单 形 上 取 值 为 相反 数 , 则 称 为 天 上 的 一 个 9 维 链 .天 的 所 有 4 
维 链 的 集合 在 函数 加 法 运算 下 构成 的 交换 群 称 为 K 的 4 维 链 群 ， 
记 作 Ce(K). 

设 s 为 K 的 一 个 g 维 定向 单 形 , 则 ;决定 尺 上 的 一 个 4 维 链 
如 下 : 它 在 s 上 取信 为 1, 在 ; 的 相 皮 定向 单 形 上 取信 为 一 1, 其 他 
定向 单 形 上 取 慎 0. 这 个 链 仍 记 作 *. 于 是 车 s 是 :的 相反 定向 单 
形 , 则 看 作 链 ,* 一 一 s. 以 后 我 们 经 常 把 定向 单 形 s 的 相反 定向 单 
有 形 记 作 一 s. 

g 一 0 时， 的 每 个 顶点 决定 一 个 定向 单 形 ， 因 此 按 定义 ， 
ColK) 是 由 的 顶点 (看 作 0 维 链 ) 集 合生 成 的 自由 交换 群 , 秩 为 
au: 

在 4>0 时 ,对 天 的 每 个 9 维 单 形 取 定 一 个 定向 ,得 个 ae 维 
定向 单 形 , 记 作 s,s:，… ,ss. 从 定义 容易 看 出 ,两 个 g 维 链 c 和 人 
相同 < 之 cr 三 c (8) ,i 二 1,… ,0. 并且 和 如果 记 如 二 cs), 则 <c 一 


ns (这 里 5 看 作 链 ). 于 是 ,ycE C,(K) 有 唯一 的 方式 写成 甸 
51s52，… 354, 的 线性 组 合 ， 也 就 是 说 5. ,ss，… ,so 自由 生成 CCK)， 
C6CK) 是 秩 为 % 的 自由 交换 群 . 习惯 上 , 常 把 链 在 作 定向 单 形 的 线 
性 组 合 , 当 c 二 3 ms 时 ,把 称 为 链 < 的 系数 . 


为 了 叙述 上 的 方便 ,我 们 扩大 链 群 的 定义 范围 ,规定 当 4<c0 
或 g>dimK 时,C,(K)=0. 
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2.3 边缘 同 态 


复 形 中 单 形 的 连接 关系 就 是 “ 面 ” 的 关系 ,而 相 邻 维 数 的 单 形 
间 的 * 面 关系 又 是 关键 . 有 了 单 形 定向 的 概念 ,就 能 更 好 地 来 刻画 

设 s 是 g 维 定向 单 形 ,t 是 9 一 1 维 定向 单 形 ,并 且 是 * 的 面 . 设 
a 是: 比 上 多 的 那个 顶点 . 取 上 的 顶点 的 一 个 代表 其 定向 的 排列 
aa as ， 则 定向 单 形 eao…av-: 与 该 排列 的 选择 无 关 ， 记 好 一 
aao…ar-l 如 果 :一 at, 就 称 上 是: 的 磊 向 面 ,如 果 s 一 一 at, 就 称 : 
是 s* 的 逆向 面 . 

例如 ,ai 是 aoai 的 顺 向 面 , 面 ao 是 aa 的 逆向 面 ; 对 于 2 维 
定向 单 形 eaias 来 说 ,maayaocl 和 aza 是 它 的 顺 向 面 ,azalyeian 
和 asas 是 逆向 面 . 

对 于 竹 给 sE TCK),1ET,1(K), 规 定 :与 1 的 关联 系数 
[s;2] 为 


1， ”是 :的 硕 向 面 
一 1，t 是 :的 道 向 面 . 

显然 ,[ 一 s;2] 一 一 [52] 二 Ls; 一 站 

鲍 如 设 5 二 aoa1…as，t 二 ao*…6i…ayl&. 表示 去 掉 a)， 则 一 
《一 Det 困 此 [要 一 (一 1[ee 苛 一 (一 1 (一 1)ao…Gas 是 
s 的 顺 向 面 . 

关联 系数 是 建立 边缘 同 态 的 基础 ,下 面 的 引 理 是 建立 边缘 同 
态 以 及 别 的 许多 链 群 间 的 同 态 的 工具 , 它 完 全 是 代数 的 ,证 明 留 作 
习题 . 

引 理 ” 设 G 是 交换 群 , 轴 ， Tv(K) 一 G 是 一 个 对 应 ,使 得 
(一 9) 二 一 (3) ,Ys ET(K), 则 mp 能 唯一 地 扩张 为 同 态 9: 
CRIzG. 1 

设 0<<g 之 dimK ,sET,(KK). 规 定 9ss :Ti>2 为 


0， “不 是 :的 面 ; 
[s;#] -| 
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Is = syst], YET ICK). 
于 是 aes( 一 日 一 [s; 一 苛 三 一 [s: 昌 一 一 ae, 按 定义 ,ais 是 玉 芋 
的 gq 一 1 维 链 , 即 aceEC? (KK), 称 为 * 的 边缘 链 . 
不 难看 出 ,3,s 就 是 * 的 虎 向 面 (作为 链 ) 之 和 : 


as 一 Dt, 


[eq 一 1 


如 果 s 二 aoar…as, 则 


图 6-10 

1 维 定向 单 形 的 边缘 链 是 它 的 终点 减 起点; 9zaoaia: 一 0iaz 一 aoaz 十 
ai 一 aoa 十 as 十 azai, 这 3 个 1 维 定向 单 形 ( 看 作 有 向 线段 ?可 
连接 成 一 条 有 向 闲 折 线 , 其 方向 就 是 2 维 定向 单 形 的 转向 ， 

现在 已 规定 了 对 应 3,: 了,《K) 一 Cs-,(K), 并 且 它 满足 引 理 的 
条 件 ; 即 3,( 一 5) 二 一 9s{ 因 为 3 一 QD)=[ 一 ;1 一 一 [s;t]== 
一 9os Ct)，YtET,_1(K)). 干 是 它 可 以 唯一 地 扩张 为 C, 《KK) 到 
Ci_1(K) 的 同 态 , 仍 记 作 3,, 称 为 C,( 玉 ) 双 CC,-1(K) 的 边缘 同 恋 . 

取 定 KK 的 a 个 定向 单 形 5,… ,ss +, 它们 构成 C,(K) 的 基 . 设 


链 。 二 Dms , 则 因为 a, 是 回 态 ,所 以 有 


3c = Dn, ar 
i 
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当 9<0 或 9>dimK 时 ,规定 3, 是 零 同 态 . 

定理 6.1 Yag€2,31° 3 二 0. 

证 明 只 须 对 1<9<dimK 的 情形 证 明 , 并 且 只 用 验证 Ys€ 
TK ,do ds=0. 

记 * 一 aoal…as，, 则 


1 
de? d= 9 DN 1)aaceiao) 
各 
了 
= DD’ ai(aoc aao) 
i 


= DD DN Daviyenldiena, 
名 pa 
| 


十 DC Dael, 


JS 
一 一 Jt 
= > (一 Dooras 
DSS9 
国 辣 
3 Ditigowbiendjena, 
0<i<jS9 
=0. 1 


图 6-11 的 复 形 天 中 , 设 2 维 链 
c 二 oa 十 diasas 十 a.azas. qras 是 
aomas 的 着 向 面 ,是 aasa, 的 道 向 
面 ,因此 它 在 az 中 不 出 现 ( 即 
axc(aa) =0). 同 理 3xc 中 也 没有 
Qaias. 可 算得 3zc 一 aeai 十 ala: 十 aaas 十 
aa 十 atae, 直 观 上 看 是 闭 这 3 个 三 
角形 的 有 向 闭 折线 ,方向 由 三 角形 的 图 6-11 
转向 决定 ,3,(32c) 一 0. 


2.4 同调 群 


设 大 为 复 形 . 我 们 已 对 每 个 整数 建立 了 4 维 链 群 C,CK)， 
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并 定义 了 边缘 同 态 a : C,(K)C,_,(K). 所 有 这 些 链 群 和 边缘 同 
态 合 在 一 起 , 称 为 的 链 复 形 , 记 作 C( 玉 ), 即 
CCK) 一 (CCK);avl9 E 2). 
C(K) 也 可 看 作 交 换 群 与 同 态 的 一 个 序列 
OSGOKR) KR) CR) 一 


—> CK) 全 Co(K) -> 0bn = dimK). 

从 链 复 形 CC(K}) 出 发 建立 同调 群 ,只 是 代数 问题 了 . 

定义 6.6 称 边缘 同 态 3,: C,(K)>C,_,(K) 的 核 为 KK 的 g 
维 闭 链 群 , 记 作 2Z,CK), 它 的 元 素 称 为 K 的 g 维 闭 链 ; 称 边缘 同 态 
as: Ce(K) 一 CCK) 的 像 为 天 的 9 维 边缘 链 群 , 记 作 B,CK)， 
其 元 素 称 为 K 的 4 维 边 缘 链 . 

Zo(K) 与 Be(K) 都 是 C,(K) 的 子 群 ,因此 都 是 自由 交换 群 . 
VieE Bo(K), 存 在 chEConlK), 使 得 一 941crr1s 于 是 
3 = dBicer) = (Qe° dori)crt 一 0 
《根据 定理 6. 1, 3,* 3。4, 是 零 同 态 ). 因此 B,(K) 是 ZK) 的 子 群 . 

定义 6.7 设 KK 是 单纯 复合 形 , 称 商 群 Z,(K)/BsCK) 为 K 
的 4 维 同调 群 , 记 作 ,CK). 

如 果 到 中 两 个 9 维 链 e 与 "之 差 是 边缘 链 ， 即 c 一 c'€ 
B,CK), 则 说 c 与 c 是 同调 的 , 记 作 c~e . 同调 关系 是 Cv(K) 中 的 
一 个 等 价 关系 ,Cr( 玉 ?在 此 关系 下 分 成 的 等 价 类 (也 就 是 商 群 
Ce(K)/Bu( 开 ) 的 元 率 ) 称 为 同调 类 , 链 c 所 在 的 同调 类 记 作 (4c). 与 
闭 链 同调 的 链 也 是 闭 链 ,总 ,(K) 中 的 元 素 也 就 是 闭 链 的 同调 类 ， 

同调 群 是 有 着 深刻 的 几何 内 涵 的 ,只 是 建立 同调 群 的 曲折 复 
杂 的 过 程 和 抽象 的 代数 化 的 形式 掩盖 了 它 的 几何 背景 . 下 面 我 们 
来 剖析 1 维 同调 群 的 几何 意义 . 

复 形 K 的 一 个 1 维 链 < 如 果 能 写成 下 面 的 形式 : 
< 一 aal 一 Qiaz 十 …… 十 Gar ia 十 arGrhiy 
其 中 a1，…,a, 各 不 相同 , 且 和 aovar+ 不 同 , 就 称 “ 是 一 条 1 维 简 
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单 链 , 称 cea 分 别 是 它 的 起 点 和 终点 5 如果 4o 一 ar+1, 就 称 为 1 
维 简单 闭 链 (图 6-12). 显然 ,1 维 简单 闭 链 确 是 阅 链 ,并 且 任何 1 
维 闭 链 可 分 解 为 若 于 1 维 简单 闭 链 之 和 (习题 2). 


1 维 但 单 钾 1 维 简单 用 链 
图 6-12 

一 个 1 维 复 形 工 称 为 树 ,如 果 工 连通 ,并 且 去 掉 它 的 任何 一 
个 1 维 单 形 就 要 破坏 连通 性 . 

如 果 工 是 琐 ,a 沁 是 工 的 不 同 顶 点 , 则 天 中 有 唯一 1 维 简单 
链 分 别 以 e,e 为 起 、 终 点 (习题 7). 工 不 存在 1 维 简单 闭 链 ,从 而 
Z(L)=0. 

设 天 是 连通 复 形 . 玉 的 子 复 形 工 如 果 是 酝 , 并 且 KK"CL, 则 称 
工 是 KK 的 一 个 极 大 树 . 
图 6-13 中 ,用 黑 线 勾 划 


的 部 分 就 是 复 形 天 的 一 
中 的 1 维 定向 单 形 , 则 工 < 


中 有 队 5 到 刀 的 1 维 简 
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单 链 , 它 加 上 * 就 得 到 天 
的 一 个 1 维 简单 闭 链 . 
对 天 \Z 中 每 个 1 维 单 形 图 6-13 


取 好 定向 ,得 到 1 维 定向 单 形 集合 {s ,ss，…'sn) ,由 5; 按 上 述 方法 
决定 的 1 维 简单 闭 链 记 作 =. 
命题 6.3 【zza…yzo} 是 Zi( 开 ) 的 基 。 


证 明 yzEZiCK), 记 xz) 一 ww 则 = 一 六 nu 在 每 个 上 
取 值 为 0, 于 是 z 一 Sn, € ZE) ,从 而 = > ne 一 0 , 即 


= Das, 
这 说 明 {e zswvt} 生 成 ZK ， 


不 难看 出 ,xy) 一 了 ,二 了 是 [Asj Go = 加 


此 当 Dz 二 0 时 , 包 =00i 一 1,2,…,m). 于 是 (z1,….zm} 是 
名 


Zi(K) 的 基 .， 上 

如 果 玉 是 1 维 连通 复 形 ,那么 右 ,(K) 二 Zi1(K), 它 的 获 吉 就 
是 |K| 上 的 “ 洞 ”的 个 数 ,因为 K\L 中 每 个 1 维 单 形 连 结 树 工 的 两 
顶点 ,造成 一 个 洞 . 对 于 一 般 连 通 复 形 玉 , 则 mw 是 |KK' | 的 洞 数 , 也 
就 是 说 ,Zi(K) 的 秩 就 是 1Ki1 上 洞 的 数目 .例如 图 6-13 中 的 复 形 
天 的 Z1C(K) 秩 为 6, |K!| 的 洞 数 就 是 6. KK 的 2 维 单 形 把 其 中 3 个 
洞 封闭 了 , 即 | 天 1 只 有 3 个 洞 ,这 情形 正好 由 将 Z,(K) 对 B,C(K) 作 
商 群 所 反映 :z,,z 以 及 zj 一 z, 都 是 边缘 链 ,因此 H.CK) 的 秩 为 3. 
一 般 来 说 ,任何 复 形 KK 的 1 维 同 调 群 的 秩 就 是 |K| 上 的 润 数 ,但 
情况 可 能 会 很 复杂 . 洞 的 含义 也 须 推广 . 

笼统 地 讲 ,高 维 同调 群 反映 了 “高 维 洞 ”的 情况 . 


习 题 


1. 设 G 是 交换 群 , 对 应 % :Te(CK) 一 G 满足 % (一 人 ) 一 
一 (5) ,YsET,(K). 证 明 可 唯一 地 扩张 为 C,(K) 到 G 的 同 态 . 
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2. 让 明 复 形 的 每 条 1 维 闭 链 都 是 若干 简单 闭 链 的 和 . 

3. 设 K 是 n 维 复 形 ,并 且 它 的 n 维 单 形 数 不 超过 十 1, 证 明 
2Z.(K)=0. 

4. 设 天 是 瑟 中 的 2 维 复 形 ,证 明 Zaz(K) 一 0. 

5. 设 天 是 树 ,证 明天 的 顶点 数 比 1 维 单 形 数 大 1. 

6， 设 玉 是 连通 复 形 ,m 是 天 的 9 维 单 形 个 数 ,9EZ. 证 明 
Z1(K) 的 秩 等 于 wm 一 om 一 1， 

7， 设 KK 是 连 道 复 形 ,a 和 总 是 灭 的 两 个 顶点 .证 明天 有 1 维 
简单 链 分 别 以 a 和 6 为 起 、 终 点 . 


$3 同调 群 的 性 质 和 意义 


本 节 从 同调 群 的 定义 出 发 ,讨论 它 的 一 些 简单 性 质 :并 讨论 0 
维 同调 群 的 几何 意义 ,1 维 同调 群 与 基本 群 的 关系 ;我 们 还 将 建立 
著名 的 Euler-Poincare 公式 . 


3.1 同调 峰 的 简单 性 质 


复 形 的 g 维 闭 链 群 ZCK) 由 同 态 3,: CK) 一 Cs_1(K) 决 
定 ,g 维 边缘 链 群 由 at: : Cot+1(K) 一 CK) 决 定 ,因此 ,HK) 只 


与 的 链 复 形 中 CoCK) 于 C,(K) 一 C1(K) 眉 有 关 
命题 6.4 当 r:>g 时 ,H,(K”) 之 H,(K). 


ty 


证 明 显然 Cn CK) 了 C,(K") 一 >C, 1(K") 就 是 


et 


Cen (RK)2 守 CR) 一 C1(K). 由 此 得 到 HK 守 H,(K)，1 

当 9<0 或 9>dimK 时 ， 因 为 Co(K) 一 0， 所 以 Z,(K)==0， 
H,(K)=0. 

当 g 一 dimK 时 ， 因 为 Cou(K) 二 0， 所 以 B,(K) 二 0. 于 是 
互 :((K)=Z,(K), 它 是 自由 交换 群 ， 

当 g=0 时 ,Zo(K)=C,(K). 
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设 下 不 连通 ,KK 一 KK,UKi, 其 中 下 ,和 下, 是 不 相交 子 复 形 . 
显然 C,(K) 一 Cs(K1) 龟 C, (Ks),YqEZ, 并 且 3, 把 CoCKi) 映 到 
Ci (KD) 中 ,i 一 1,2. 于 是 ZCK) 一 Z,(K1) 儿 Zs 《Ks). 类 似 地 有 
BK)=B,(K)BB,(Ks), 由 此 立即 得 出 

H,(K) = H,(K) ©@ H,(K,). 

以 上 结果 可 推广 到 KK 分解 成 多 个 不 相交 子 复 形 的 并 集 的 人情 
形 ,于 是 有 : 

定理 6. 2( 直 和 分 解 定 理 ) 设 复 形 K 的 连通 分 支 为 K,,K,， 
Kk,, 则 Yo EZ, 


HE) SHAKV) DB HK) 一 全 mu) 
3.2 0 维 同调 群 的 几何 意义 


命题 6.5 复 形 K 的 0 维 同调 群 是 自由 交换 群 , 它 的 秩 等 于 
攻 的 连通 分 支 数 . 

证 明 根据 直 和 分 解 定理 ,只 须 证明 连 通 复 形 的 0 维 同 调 群 
是 自由 循环 群 . 

设 {@y,az,…sas,} 是 玉 的 全 部 顶点 , 则 Zuo( 天 ) 一 Co(K) 由 {a， 
areaa} 生 成 . Ya,,a,, 由 于 连通 ,存在 1 维 简单 链 c 分 别 以 a 
和 a 为 起 、 终 点 (§ 2 习题 7), 于 是 4, 一 a 二 craj~ars 设 cE 


CAK), c= ze, 则 ec 一 ( Fa)a. i ae) 二 , 称 为 c 的 
指数 , 则 (cy 一 dc)(a) .因此 五 ,(K) 是 由 can) 生成 的 循环 侣 .下 而 
计算 ta1) 的 阶 . 

不 难看 出 dlc 十 ey) 二 d(e) de),YsET(K) dg) 一 0 
设 n(a1) 二 0, 则 nalE& Bo(K), 因 而 有 a 二 ls,€EC1C(K), 使 得 na 
一 9c 于 是 n= 二 d(9c1) 二 4d(3495) = Bld(3s) 一 0. 得 出 (a1) 的 阶 
为 0, 因此 它 自由 生成 及 ,(K) ,HolK) 是 自由 循环 群 。 上 
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“3.3 ”1 维 同调 群 与 基本 群 的 关系 


当 K 是 连 道 复 形 时 ,HC(K) 和 x (|K|) 都 反映 了 IK1 上 “ 洞 ” 
的 个 数 , 而 一 般 地 它们 是 不 相同 的 ,H1(K) 是 交换 群 ,mw(|K|) 可 
能 不 是 交换 群 . 事实 上 ,这 两 个 群 之 间 有 着 密切 的 关系 . 

定理 6.3 当 复 形 K 连通 时 ,Hi(K) 同 构 于 m(|K1) 的 交换 
化 . 

证 明 因为 (KD) 空 w(K ( 见 $1 习题 10),H(K) 衬 
五 ,\(K?)( 命 题 6.4), 所 以 不 妨 假定 天 是 2 维 复 形 . 

取 定 天 的 一 个 极 大 
树 虐 和 一 个 顶点 a. 则 
Yai€ K', 存 在 工 中 从 a 
到 a. 的 唯一 1 维 简 单 链 
c4， 它 又 决定 [Li 中 从 a 
到 a 的 道路 w (在 
图 6-14 中 ，c 一 za 十 aas 
十 auai)， 

YsETI(K), 设 s= 
aiaji 记 z=c + aa es 图 614 
如 一 wi adjwi《(at 是 从 a, 到 aj 的 线性 道路 ), 则 x, 是 闭 链 ,如 是 a 
处 的 闭路 . 对 K\L 中 每 个 1 维 单 形 取 定 定向 ,并 排列 为 {s1,s2，*…， 
ss}, 它们 决定 m 个 1 维 闭 链 {z6 ,2,,…,z,} 和 a 处 的 m 条 闭路 
{540b44… 5b,}。， 类 似 于 命题 6. 3 可 以 证 明 ，{z,,,z,，… 26,} 是 
Zi(K) 的 基 ， 

下 面 归纳 地 〈 对 天 中 2 维 单 形 的 个 数 作 归 纳 ) 证 明 存在 同 态 
8: ml([K|,a)->H1(K), 使 得 

1) HB) YsETIK); 

(2) Kerp 是 xz,(|KK|,a) 的 换 位 子 群 . 

若 天 没有 2 维 单 形 , 则 用 Van-Kampen 定理 可 以 证 明 ， 
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机 人 天 | ,oa) 由 人 六》 (bs 站 自由 生成 ;ECKE) 一 ZiCK) 由 (ea 
2 自由 生成 .规定 2 人 Bi 一 人 z》 YsET( 天 ), 则 9 决定 一 个 
同 态 p: mn(| 民 |,a) 一 Hi(K). 显然 (1) 满 足 , 并 根据 命题 A. 12， 
Kerp 是 x,《|KK|,a) 的 换 位 子 群 . 

假设 对 于 2 维 单 形 不 多 了 于 大 个 的 情形 上 述 斯 言 成 立 . 设 天 有 
下 十 1 个 2 维 单 形 . 取 c=- (41,assas)E 尺 , 记 KR) 二 KN\e. 则 工 仍 是 
灭 ; 的 极 大 树 , 且 5b,z, 等 概念 都 不 改变 . 由 归纳 假设 ,存在 同 态 
到 :TIK|,a) 一 Hi(K,) ,满足 条 件 (1) 和 (2). 

记 


s=adds $= dd = dads 

b= bbrbr, z=z 2 ter, 
则 (5)) 二 (z) ,并且 5 全 wiawi( 这 里 a 是 从 a 出 发 绕 o 一周 又 
回 到 a 的 道路 )( 图 6-15)， 


图 6-15 
之 一 dds Galas 十 aa = 9 21Q203、 
根据 Van-Kampen 定理 ， 
mKl,a) = mK | ,a)/L8)], 
按照 同调 群 的 定义 ,着 记 &z 交 是 (z) 生 成 的 HCK1) 的 子 群 , 则 
Hi(K) = Hi(K)/ &z>, 
由 (C6)) 二 (2) 得 到 gy([(6)])=<z 光 ,于 是 (用 命题 A.11), 存 
在 同 态 g: mi(|KK1,a)->H,(K) 使 得 下 面 图 表 可 交换 ， 
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mlKil a) mlKl,a) 
n ” 
HI(K,) Hi(K) 


《上 下 同 态 是 投射 ), 并 且 Kerg 是 x.(|K|,a) 的 换 位 子 群 . 由 图 表 
的 交换 性 及 p 满足 (1). 推 得 p 满 足 (1). 
归纳 证 明 完 成 ,从 而 完成 了 命题 的 证 明 ， | 


3.4 Euler-Poincaré 公式 


设 复 形 帮 有 mw 个 了 维 单 形 ,9 二 0,1,…,dimK. 


定义 6.8 称 整数 
XK) 一 》) (一 1)ros 
为 复 形 天 的 Euler 示 性 数 .“ 


Euler 示 性 数 与 立体 几何 中 凸 多 面体 的 Euler 数 有 密切 关系 . 
设 凸 多 面体 有 e 个 顶点 ,e 条 楼 ,es 个 面 , 对 它 的 每 个 面 可 用 一 些 
互 不 交叉 的 对 角 线 分 割 为 三 角形 ,从 而 使 凸 多 而 体 的 表面 有 一 个 
三 角 剖 分 天 - 设 天 的 9 维 单 形 数 为 a,q 一 0,1,2(dimK 二 2), 则 a。 
二 es《 上 述 分 割 不 增加 新 顶点 ) ,a 一 e1 二 % 一 es( 因 为 每 加 一 条 对 角 
线 就 增加 一 个 面 ). 于 是 XC(K)=@ 一 @ 十 gs 一 eo 一 ei 十 es; 即 就 是 西 
多 面体 的 Euler 数 .因此 Euler 示 性 数 可 看 成 凸 多 而 体 Euler 数 的 
推广 . 

五 .(K) 是 有 限 生成 交换 群 , 记 它 的 牧 为 8,, 即 

PB, =rank(H,CK)), 
称 为 复 形 K 的 4 维 Betti 数 . 

定理 6. 4(Euler-Poincare 定理 ) 设 天 是 ” 维 复 形 ,8, 是 天 

的 g 维 Betti 数 ,gq 二 0,1,…,n. 则 有 Euler-Poincaré 公式 
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XK} = > (一 1)?8,. 
证 明 分 别 记 和 为 = rank(Z。(K)) ,mi 二 rank(B,(K)) .利用 

附录 A 中 的 定理 A,2, 从 吾 ,(K) = Z,(K)/B,(K) 可 得 到 

B= ORgEn. 
又 因为 Bi(K) 和 Do(K) 分 别 是 3 : CCK)->C,_1(K) 的 像 与 核 ， 
所 以 有 B。_;(K) 之 C,CK)/Ze(K), 于 是 

1h 0Rgen 
( 令 p_1 一 0) ,两 式 相 加 ,得 到 

mB om+h OCSgen, 

于 是 


XK) 一 De 1)B,= 3 Da, — Be) 
= 一 Ym 二 
ao 因此 xz 一 了 (一 D8 一 0 上 
下 章 我 们 将 说 明 再,(K) 是 由 1K 1 的 拓扑 所 决定 的 ,因此 
局 (- 1)"8; 是 |KK| 的 拓扑 不 变量 . m 由 天 决定 ,因此 从 表面 上 


0 


看 ,X(KK) 似 乎 由 天 的 组 合 结构 决定 . 定理 说 明了 X( 天 ) 与 前 分 天 
的 选择 无 关 , 它 吧 映 了 |KK| 的 拓扑 性 质 . 


3.5 以 交换 群 6 为 系数 群 的 间 调 群 


在 建立 同调 群 的 过 程 中 ,Z 可 以 用 任何 交换 群 C 代替 ,得 到 系 
数 群 为 G 的 同调 群 .下面 科 要 地 回顾 一 下 过 程 ， 


复 形 大 的 以 G 为 系数 群 的 4 维 链 群 为 
CK;0) 二 {对 应 c: TA((K) > Gl 8) =— cs), 
Ys ET(K)}, 


加 法 由 (ce 十 eC) 二 c(s) 十 c'(s) 规 定 。 一般 地 ，g 维 定向 单 形 s€ 
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了 ,(K ) 不 再 能 看 成 一 个 4 维 链 , 但 Yg EG,gs 是 一 个 g 维 链 ,YiE 
T,(Kk), 

二 g， t= 二 土 s， 

0， 天 士 了 
这 种 形式 的 9 维 链 生 成 了 CC(K:G). 规定 gs 的 边缘 链 3,(g9)E 
ClK;G) 为 

ao(gs)G) = Lsstlg, Yt€e TR). 
用 线性 扩张 得 到 边缘 同 态 3, : CCKIG) 一 Cs_1(K;G) , 它 也 满足 
3,1° 9, 一 0 ,从 而 得 到 的 以 G 为 系数 群 的 链 复 形 C(K ;G? ,并 
由 它 产 生 K 的 以 G 为 系数 群 的 同调 群 HCK3G). 
特别 当 G 是 域 时 ,CCK;G),ZsK;G) 和 B,CK;G) 都 是 G 上 

的 线性 空间 ,H,《(K;G) 作 为 Z,(K;G) 对 子 空间 B,(K;G) 的 商 也 
是 线性 空间 . 记 4d, = dimH,(K;G) , 则 利用 线性 空间 维 数 的 加 法 
公式 也 可 得 到 相应 的 Euler-Poincare 公式 : 


g5(D) = 


XK) = De Dd,, 
这 里 4 一 dimK . ” 
以 后 会 看 到 ,一 般 地 d, 与 B, 不 一 定 相同 . 


习 是 


1， 若 天 二 K1U Ks,Ko= 太 站 Ks 是 > 维 的 , 则 
HAK)SHAK)BHK), Yaq>rtl. 
2.、 车 居 一 Ki1UK,,K。 二 KK 门 Ks 是 一 个 顶点 , 则 
HK)THK)BHK), Yo>o. 

3. 设 天 一 天 U 天 ,Ko 一 开门 玉 , 非 空 , 试 证 明 

(1) 若 K。 连通 , 则 YzEZ1(K), 存 在 x:E Zi(K;) ,i 一 1,2, 使 
得 > 一 zi 十 za 

(2) 若 五 -Ko 一 0, 则 YxE2Z,(K) ,存在 zxEZCED) 一 1， 
2 ,使 得 > 一 zi 十 zz 
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(3) 若 理 (Ko) 二 0,z€ ZK;)(i 一 1,2) 使 z, 十 zs 在 K 中 同 
调 于 0, 则 z, 在 天; 中 同调 于 0,i=1,2. 
4.， 设 天 = 大 UK:, 天 = 天门 K* 是 黑 调 的 , 即 
Z，29 一 0， 
五 天) 宕 
0，Q4 天 0， 
证 明 
HA(K)SEH(K)DBHK), Yq oO. 
5。 利 用 Euler-Poincaré 公式 证 明 树 的 顶点 数 比 1 维 单 形 数 
大 1. 
6. 详细 写 出 关于 以 域 G 为 系数 群 的 Euler-Poincare 公式 的 
证 明 . 
7， 设 大 是 连通 复 形 ,G 为 交换 群 ,证 明 
瑟 o(KIG) G6. 


§4 计算 同调 群 的 实例 


和 基本 群 不 同 ,同调 群 的 定义 本 身 给 出 了 计算 它 的 途径 , 但 是 
一 般 来 说 ,按照 定义 作 计算 ,工作 量 是 很 大 的 , 下 面 通过 儿 个 实例 
介绍 一 些 计算 中 的 技巧 . 

例 1 单纯 锥 是 零 调 的 ( 零 调 的 定义 见 8 3 习题 4). 

设 太 是 单纯 锥 ,a 为 一 个 锥 顶 . 

K 是 连通 的 ,因此 玉 ( 太 ) 实 Z. 下 面 证 明 
HAK)=0, g>0, 
如 果 K 只 有 一 个 顶点 4, 结论 显然 . 下 面 讨论 天 不 只 一 个 顶点 的 
情形 , 记 工 是 天 中 所 有 不 以 a 为 顶点 的 单 形 构成 的 子 复 形 , 称 为 
单纯 锥 天 的 锥 底 ( 相 对 于 锥 项 a 的 ). 

当 g>0 时 ,对 于 工 中 的 g 一 1 维 链 c 一 Znt ,规定 天 中 的 9 
维 链 . 


ac = Dmati. 
196 


不 难得 到 


akac) =e—ad ie 
(习题 1). 

当 g>0 时 ,K 中 49 维 定向 单 形 或 在 工 中 ,或 可 写成 at 或 一 at 
的 形式 ,其 中 :ET。_1(L). 因 此 ,YcECs(K) 有 唯一 的 分 解 式 

一 以 十 ac 
其 中 CCE)c"E CC) 如果 cEZ(CK), 则 
0 一 ak 一 aoc 十 只 一 ea-ico， 

其 中 auc' 十 "EC,_1(L). 于 是 有 
ac 十 人 * 二 0 和 34_1c" 一 0. 


取 z 一 ac ，, 则 
dt dad 一 co 十 ac 一 c， 
因此 ce B,(K). 我 们 证 明了 4>0 时 ZK)=B,CK), 从 而 H,(K) 
二 0. 于 是 ,单纯 锥 是 零 调 的 . 
例 2 设 s 是 x 维 单 形 ,n>1,KK 一 Cls, 则 天 是 单纯 锥 ,因此 有 
Z，9 一 0， 
0，9 天 0 
设 L=Bds, 则 工 是 K 的 一 1 维 骨 架 ( 它 只 比 K 少 一 个 n 维 
单 形 )， 于 是 , 当 g<x 一 1 时， 五 ,(L)= 妨 ,(K) (命题 6.4)， 显 
然 9 之 zn 时 五,() 一 0. 只 剩 下 理 ,1(L) 了 。 
因为 B._1(L)=0, 所 以 
H(t) = 2, 1(L) = 2 1(K). 
叉 因 为 理 ,_1(K) 二 0, 所 以 Z,_1(K)==B._1(K). K 只 有 一 个 n 维 
单 形 ,C.K) 守 Z, 并 且 3,: CCK) 一 C。 (天 ) 是 单 同 态 , 因 此 
Bi(K)=Ima, 人 CK) SZ, 
于 是 太 ,_,《L) 实 2 ,我 们 得 到 ,对 n 维 单 形 s(n>>1) 
2Z, g=0,n—1, 
0， 9 天 0 一 1. 
如 果 m==1, 则 Bds 是 两 个 顶点 的 0 维 复 形 ,因此 


已 ,CK) 全 


五;(Bds) 位 


197 


0, gz 
对 n>1 的 情形 ,H._,(Bds) 也 可 
利用 Euler-Poincare 公式 计算 ,请 
读者 自己 试 一 下 . 
例 3 设 天 是 平 环 的 一 个 剖 
分 (图 6-16). 它 的 6 个 二 维 单 形 
都 取道 时 针 定 向 ,并 分 别 记 作 mm， 
ov3g6* 如 图 中 所 标 出 . 
下 是 连通 的 ,因此 Ho《K) 衬 
2Z. Hi(K)=0, 当 gz0,1,2 时 . 
玉 是 2 维 复 形 ， 因 此 H:(K) 


s 
二 Zs(K), 设 c= > mc € ColK), 则 


Dac 一 miGiG9? 十 rhzdo0s 十 T4243 
十 aadas 十 saaG1 十 msb5Q4 十 和， 
于 是 31c 二 0 一 2 一 一 "一 46 二 0; 即 Za(K)=0,HA(K)=0. 
计算 HI(K). 设 cEC1(K), 若 c 在 aias 上 取 值 为 天 则 < 一 
3ko, 在 aas 上 取 值 为 0, 它 同调 于 c. 我 们 称 这 个 步 驶 为 用 消去 
< 中 的 sa. 还 可 用 os 消去 asas, 用 03,04,0s 和 os 分 别 消去 42as， 
aiaiyaaal 和 asas ,于 是 < 同调 于 链 
C= maas 十 nasas 十 maQzG6 十 msds 十 nsQsas 十 ?asQ4Q1 
如 果 cEZ1CK), 则 cE21《K), 因 此 
0= 3c 一 (as ~ RDa: 十 (as — Nn)as 十 (ny — ns)as 
十 Gas 一 no)as 十 Cm — na)as 十 (ns — ms)aes 
从 而 = 二 … 二 rn6. 记 
z= Aalst ses 十 azae + Qeds 十 2aa4 十 aa 
” 则 0 =mz,《c) 二 (xz), 这 说 明太,\(K) 是 由 (xz) 生成 的 循环 群 . 番 
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下 只 用 计算 tx) 的 阶 . 设 mtz) = 0, 则 有 < = >ymaa € Ca(CK) ,使 


得 9c 一 mz. 9zc 和 mz 在 a;az 的 值 分 别 为 wy 和 0, 因 此 wm. 一 0. 同 
理 可 得 nz 二 … 二 ns 二 0， 即 c 一 0， 从 而 mx 一 0。 于 是 (z) 是 0 阶 的 ， 
H(K)SZ. 

例 4 设 关 是 环 面 的 `- 个 剖 分 (图 6-17). 如 图 中 所 示 , 取 定 2 


NA 


图 6-17 
维 单 形 的 定向 ,并 记 作 wmG 一 1,…，18)， 
H,(K)Z. 
已 (天 ) 一 0, 当 9 天 0,1,2 时 . 
记 z eet ores teow, 三 aa 十 atar 十 arai ,它们 是 1 维 闭 


链 ; 记 zz = oT € ZK). 


注意 到 任何 两 个 相信 的 2 维 定向 单 形 在 它们 的 公共 面 上 诱导 
出 相反 的 定向 ,例如 asa 是 0 的 顺 向 面 ,而 was 是 cs 的 顺 向 面 . 
于 是 车 cEC:(K), 则 asc 在 cias 上 取 值 为 0<>c 在 与 0 上 
取 值 相同 .于 是 ,cE 2Z,(K)< 二 >c 在 每 个 6 上 取 同 样 的 秩 ,也 就 
是 说 c 二 nz. 因此 Z,(K) 是 zs 生成 的 自由 循环 群 ， 
Hi(K) = ZK) SZ. 
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设 cEC,(K), 用 例 3 中 的 办 法 ,可 以 用 ou 消去 araz, 用 o 消 
去 aaa 最 后 
Co~ =m40s 十 Nad 十 zsGsQ1 十 uC1G4 + 15G4G7 
十 NearQ! 十 fazas 十 fiaGsas 十 zsQ3G6 十 ni:odeas. 
当 c 是 闭 链 时 ,31c = 二 0, 可 推出 #1 二 ns =m 二 m40 一 0,m1 二 jo 二 N34 
一 局 一 zu. 于 是 
c= m2 Ce) 一 站 (十 (zi 
因此 (21) 和 (zi) 生 成 HCK). 
若 nlz1) 十 mC21) 一 0; 则 nzi 十 mzi EBI(K). 有 cECs(K), aac 
一 azi 十 mazi. 由 于 nz 十 mz 在 KK“ 内 部 ”的 1 维 定向 单 形 上 取 值 为 
0, 可 推出 c= 二 kzs, 从 而 3sc 二 0, 得 到 nn 二 m 一 0. 这 样 吾 (K) 是 以 
《z:) 和 (z1) 为 基 的 自由 群 ,Hi(K) 衬 ZZ. 
例 5 天 是 射影 平 而 P? 的 前 分 ,图 6-18 标 出 了 它 的 10 个 2 
维 单 形 的 定向 和 和 名称- 
HAK)Z, HAK)=0, gzA0,1,2, 


.~ 
SC 


图 6-18 


令 z 二 ayaz 十 az4s 十 4sa1 cs 二 26 :类似 于 例 4, 一 个 2 维 链 
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<, 如 果 axc 中 不 出 现 “内 部 ”的 1 维 单 形 , 则 c 二 nes. 不 难 算出 ac 一 
2z1, 因 此 ncs€2s(K) 一 n==0. 这样 H,(K)=2Z,(K)=0. 

用 前 两 例 的 办 法 可 说 明 ,K 的 1 维 闭 链 同调 于 > 的 整数 倍 ， 
即 五 ,(K) 是 4z1) 生 成 的 循环 群 . 又 因为 2z, 二 9zco; 所 以 (x1) 是 2 
阶 的 ,HK) 之 Z;. 

从 上 面 的 计算 结果 得 天 的 各 维 Betti 数 为 :8 一 1,4 一 六 一 0， 
XK)=0—0+1~—1. 

如 果 用 Z: 域 作 为 系数 群 , 则 axc* 一 0,c: 是 闭 链 , HCK,Z2) 一 
Zs(K;2:) 守 Zo. Ho(K;2s) 和 HiCK;2Zs) 也 是 2. 因此 dd, 一 ds 一 d。 
一 1,X(K) 一 1 一 1 十 1 一 1. 


习 是 
1. 设 天 是 单纯 锥 ,ea 为 锥 顶 ,为 锥 底 . 设 cE C1(1), 证 明 
au(ac) = ec — a dic. 
2. 设 尺 = Bd(aosaresras) UBd(aoyaisa4) (图 6-19), 求 开 
的 各 维 同 调 群 . 


图 6-19 图 6-20 
3. 设 玉 = Bd(aosa1 ,02143) U Bd(aosaisassa) (图 6-20), 求 
天 的 各 维 问 调 群 . 
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4， 求 图 6-21 中 的 复 形 KK 的 各 
维 同调 群 . 

5， 利 用 Euler-Poincaré 公式 证 
明 关 于 组 合 数 Ci.G<n) 的 公式 


Dve-o 
《提示 :考虑 ” 维 单 形 工 的 闭 包 复 形 
图 6-21 Cls 的 Euler 示 性 数 . ) 


6 设 妇 是 P 的 毅 分 ( 见 例 5) ,计算 瑟 ,(K;Q) ,Q 是 有 理 数 
域 . 
7， 设 天 是 单纯 锥 ,G 是 交换 群 ,计算 HK ;G)、 
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第 七 章 ”单纯 同调 群 (下 ) 


第 六 章 中 建立 的 同调 群 只 是 复 形 上 的 一 种 代数 结构 ,还 没有 
体现 出 它 的 拓扑 特性 . 本 章 要 建立 拓扑 空间 (多 面体 和 可 剖 分 空 
间 ? 的 同调 群 ,自然 是 要 利用 它们 的 前 分 的 同调 群 来 规定 , 于 是 我 
们 就 面临 着 同调 群 的 拓扑 不 变性 问题 :有 相同 《或 同 胚 ) 多 元 体 的 
复 形 的 同调 群 是 不 是 同 构 ? 这 就 要 把 同调 群 的 研究 向 前 发 展 . 我 们 
要 对 从 多 面体 |K1 到 |L| 的 连续 映射 了 ,建立 从 同调 群 豆 ,( 开 ?到 
已 (7) 的 同 态 六 这 是 一 项 难度 较 大 ,技术 性 很 强 的 工作 . 我 们 
还 要 讨论 同调 群 的 同 伦 不 变性 , 它 也 是 计算 同调 群 的 一 个 工具 . 


$1 单纯 映射 和 单纯 通 近 


本 节 为 定义 连续 映射 诱导 的 同调 群 回 态 作 准 备 ,介绍 单纯 映 
射 和 单纯 逼近 这 两 个 重要 概念 , 


工 1 单纯 映射 


单纯 同调 群 建立 的 基础 是 复 形 的 组 合 结构 ,然而 一 般 的 连续 
映射 并 不 保持 这 种 组 合 结构 ,因此 不 像 基本 群 那样 能 用 自然 的 方 
式 建 立 它 所 对 应 的 同调 群 同 态 . 我 们 先 考 圳 一 种 与 复 形 的 组 合 结 
构 相 适 应 的 映射 , 即 复 形 间 的 单纯 映射 . 

定义 7.1 设 K 和 工 是 复 形 ,K 到 工 的 一 个 对 应 9g: KL 
( 它 把 K 的 每 个 单 形 对 应 到 工 的 一 个 单 形 ) 称 为 单纯 映射 人 ,如果 


外 本 书 中 的 单纯 映射 概念 与 一 般 书 中 不 同 ,那里 把 命题 7. 1 中 的 连续 映射 9 称 
作 单纯 映射 
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它 满足 以 下 要 求 : 

(1) 车 a 是 K 的 顶点 , 则 Xa) 是 工 的 顶点 ; 

(2) 若 天 中 单 形 s= (aoyal ,as)， 则 gls) 的 顶点 集 是 
{9lao) ,Pla1),… Lao)} (并 不 要 求 plao) ,la1),… ,plas) 互 不 相 
同 ). 

由 定义 看 出 , 当 9 是 单纯 映射 时 , 它 还 满足 : 

(3) Yt<sEK, 有 lt)<<9ls), 即 g 保 持 面 的 关系 ; 

(4) YsEK, dimgls) < dims. 

如 果 (4) 中 等 式 成 立 , 则 说 p 在 s 上 非 退 化 ,否则 说 ?在 : 退 
化 . 显然 , 当 9 在 :上 非 退 化 时 ,p 在 的 面 上 也 非 退化 . 

《1) 说 明 决定 K 的 项 点 集 天 " 到 工 的 顶点 集 忆 的 对 应 , 称 
为 决定 的 顶点 映射 . 2? 说 明 gp 由 它 的 顶点 映射 完全 决定 . 

例如 , 若 记 i : K">K 是 包含 映射 , 则 i 是 单纯 映射 , 它 在 每 个 
K" 的 单 形 上 不 退化 , 它 决定 的 项 点 映射 是 便 同 映射 id: 天" 一 
Kk? 


设 p: 玉 > 工 是 单纯 映射 , 则 可 规定 映射 p: | 天 1 所 | 如 下 : 
VYzE 玉 ,车 Carkz 一 (aoal as) ;上 且 二 De ; 则 令 zx) 一 


hlai) , 它 是 XCarxz) 的 一 点 . 
命题 7.1 P+ |K| 一 | 工 | 是 连续 映射. 
证 明 YsE 天 , 设 s= (aoal aa).YzEi; 设 工 一 六 au » 


则 从 定义 不 难看 出 KXz) 一 六 Mpa) .于 是 下 ls : s>| 工 | 是 连续 
的 .下 中 单 形 只 有 有 限 个 ,并 且 每 一 个 都 是 |K| 的 闭 集 ,用 粘 接 引 
理 推出 也 是 连续 的 。 | 
单纯 映射 的 性 质 使 它 能 自然 地 诱导 同调 群 的 同 太 ， 
设 p: 一 是 单纯 映射 ,规定 多: T,(K) 一 C(IL) 如 下 :Yo 二 
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aom asETo( 开 ), 令 
yao)9(e)…9ao)， 若 9 在 "上 非 退 化 ， 
0， 若 9 在 上 退化 ， 
显然 和 (一 四 = 一 名 (ac), 因 此 可 线性 扩张 为 C,(K) 到 CC7) 的 
同 态 , 仍 用 % 记 此 同 态 . 
命题 7.2 3,. 一 p19,《Yq€E2), 即 下 面 图 天 可 交换 : 


RO) 一 


CK) CE 
% -1 
CD 和 CD 


《这 里 两 个 边缘 同 态 分 别 是 玉 和 世上 的 ,我 们 在 记号 上 不 加 区 
别 )， 
证 明 只 须 对 K 的 4 维 定向 单 形 o 验证 
do ° RT) = R10). 
设 o= 一 aoa…ar- 如 果 9 在 "上 非 退化 , 则 
3 Re) = hgla ga) Was)) 


= NH Dglad ad) Ka) pas) 


了 


一 多 和 (一 Diaoaiieao) 
名 
= WA0). 


如 果 9 在 = 上 退化 , 则 ae。 匈 (c) 一 0. 对 8-，*。3,《o) 分 两 种 情 
形 讨论 . 若 {JKao) ,gla1),…,9las)} 中 不 相同 顶点 不 多 于 g 一 1 个 ， 
则 ”在 ve 的 每 个 as 一 1 维 面 上 都 退化 ,因此 有 名 -:。av(a) 一 0. 若 
{9Kao) ,gla1),…,9Hao)} 中 不 相同 顶点 有 9 个 , 即 只 有 一 对 相同 ， 
不 妨 设 Kao) 一 Ha) ,此 时 
Wt dD Wa DN Digandia) 
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= H(A 一 多 1(aoaseas》 
一 0. 

总 之 ,在 任何 情形 ,等 式 3,: q(0) 一 名 1。 ao) 都 成 立 ， 下 

我 们 规定 了 与 边缘 同 态 交 换 的 一 系列 同 态 {( 负 :Ce( 玉 ) 一 
CeCD)19EZ}, 称 为 从 链 复 形 CC(K) 到 C(Z) 的 链 映射 

命题 7.3 若 {%) 是 单纯 映射 9: 天 一 工 诱导 的 链 映射 . 则 
ALAKDWCZD), BAKYCBAL). . 

证 明 若 zEZi(R), 则 3 (8 (Cz) 一 8-1(3,(z)) 一 0, 因此 
多 (Zz)EZ4(IL); 若 5EB,(K), 设 653611c, 则 

0) = Rd)) = dr (rke)). 

因此 gEBCD). 1 

定义 7.2 设 yg: KL 是 单纯 映射 .Yqg€E2, 规 定 同 态 9.， 
HKI>H, (DD 为 :Y (2) EH (KR), 令 

Proll2)) = (H(z), 

称 9. ,为 9 诱导 的 同调 群 同 态 . 

命题 7. 3 只 用 到 { 多 } 是 链 映射 的 性 质 , 即 它 与 边缘 同 态 的 交 
换 性 质 . 因此 ,两 个 链 复 形 之 问 的 任何 链 映射 都 诱导 同调 群 的 同 


态 


命题 7.4 设 g:K> 上 和:L>M 都 是 单纯 映射 , 则 %。9: 
天 一 M 也 是 单纯 映射 ,并且 
(GPDro = pp YqEZ. 
( 汪 明 留 给 读者 .》 1 


1.2 单 绅 通 近 


单纯 逼近 是 连结 连续 映射 和 单纯 映射 的 桥梁 ,借助 它 我 们 能 
利用 单纯 映射 来 规定 连续 映射 所 诱导 的 同调 群 的 同 态 . 
下 面 假设 X 和 了 都 是 多 面体 ,KK 和 工分 别 是 它们 的 前 分 . 
定义 7.3 设 f:X-rY 是 连续 映射 ,p: 居 -> 上 是 单纯 映射 ， 
称 9 是 了 的 一 个 单 绅 通 近 , 如 果 9 满足 条 件 
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HT) E Carif (xr), VxEX, 《17 
这 里 8 是 8 决定 的 连续 映射 . 

条 件 (1) 要 求 F(z) 和 F(z) 在 工 的 同一 单 形 Carif《x) 中 
(f(z) 是 其 内 点 ,Lz) 不 必 是 内 点 ) ,这 就 是 “ 通 近 ”的 含义 ,利用 直 
线 同 伦 ,知道 /一 和 

下 面 给 出 单纯 远近 的 另 一 种 描述 形式 , 它 具 有 更 强 的 几何 直 
观 性 . 需要 用 到 一 个 新 概念 

定义 7.4 设 下 是 复 形 ,a€ K",a 的 量 形 是 | 天 | 的 子 集 , 记 作 
Stxa ,规定 为 

Stka :={z € IKl|la < Carkz)， 

于 是 zE Stxa 等 价 于 a 
< Carxr. as os 

图 7-1 是 由 3 个 2 维 单 
形 及 它们 的 面 构成 的 复 形 
五, 以 ea 为 顶点 的 单 形 有 
《al ,a21Qs), ais 2), (aysas) ee a 
以 及 顶点 a 本 身 ,它们 的 内 
点 构成 Stxai ,于 是 Stx@i 二 
《alvaazya5)NCasyas) . 

Stxas = [KI\N( (Casas) YU (Casa U (a3,40)). 

不 难看 出 , 当 z E Stxa 时 ,线段 47C 己 Stxa ,因此 Stxa 是 由 从 
a 辆 射出 的 许多 线段 构成 . 沿 着 这 些 线段 ,Stxa 可 形变 收缩 到 a. 

命题 7.5 Stra 是 |K | 的 开 子 集 . 

证 明 只 须 证 明 | 天 |NStxa 是 闭 集 . 

记 工 = {sE 天 ja @), 则 工 是 下 的 子 复 形 ,并 且 

IKI\Stra= {x € |K|la XCarcr} 
= {rz€ IK|lCarxr €E L} 
= |Ll. 
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因此 | 及 |NStxa 是 紧 致 的 ,从 而 是 | 天 | 的 闭 集 ， 

显然 , {Stxa ja E K') 是 |K| 的 一 个 开 覆 盖 . 

命题 7.6 单纯 映射 9: KK 一 上 是 连续 映射 /: XY 的 单纯 
逼近 的 一 个 充分 必要 条 件 是 


Ya€K’', fl(Stxa) C Sigla). (2) 
证 明 条 件 (1) 也 就 是 
Carrplzr) <Carrfl(r), YrEX, 0) 
因为 Carzp(x) 二 VCarxx) (习题 3), 所 以 (1') 可 改写 成 
PCargx) <Carrf (zx), YxEX. (1 
根据 单纯 映射 的 定义 , 它 又 可 改写 为 


YrEX,a EK, 若 a < Carxz, 则 pa) < Carif (x), 

或 用 星 形 概念 写 出 为 
YaE€ K°,r€EX, 若 x € Stka, 则 .xz) € Stigla), 

这 就 是 (2)、 上 

推论 如 果 p: KL 是 :X=>7 的 单纯 况 近 ,Jy: LM 是 
8 :YZ 的 单纯 遇 近 , 则 4%。9 是 5。 了 了 的 单纯 逼近 【 

《请 读者 自己 验证 , ) 

例 如 图 7-2 所 示 , 天 是 1 维 单 形 (ayaz) 的 闭 包 复 形 , 工 贝 
2 维 单 形 (b6,51,52) ，(B bs,569)，(b2,5355b4) 以 及 它们 的 所 有 面 构 
成 .了 : |KK| 一 | 工 | 蚌 一 个 嵌入 映射 ,Cay) 在 (&,51) 内 ,f(az) 在 
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(Bzs6b4s 如 ) 内 ,4142 的 中 点 < 的 像 点 Cc) 在 C61,54,5) 内 .对 这 个 了 ， 
没有 一 个 单纯 映射 p: 天 一 工 能 作为 它 的 单纯 逼近 , 事实 上 ,Stxa' 
是 |K 作 fa} ,flStxas) 不 在 工 的 任何 星 形 中 . 

如 果 增 添 顶 点 c, 得 到 |K| 的 另 一 割 分 K'. 则 /有 从 K' 到 工 
的 单纯 逼近 , 事实 上 , f(Stxec) C Stsbs,f(Stral) C Stib, 
(Stxras) CC Stxbs 门 Stzbs, 因此 由 顶点 映射 

mb chrbo as bo( 或 b) 
决定 的 单纯 映射 是 了 的 单纯 表 近 . 

这 个 例子 说 明 ,对 取 定 的 剖 分 大 , 工 ,连续 映射 /: X->Y 不 一 
定 有 单纯 对 近 . 一 般 来 说 , 剖 分 天 越 细致 ( 它 的 星 形 越 小 ), 工 越 粗 
( 它 的 星 形 越 大 ) ,单纯 示 近 存在 的 可 能 性 越 大 . 下 面 的 定理 给 出 更 
确切 的 说 明 . 

定理 7.1 设 KK, 工 分 别 是 多 面体 X,Y 的 害 分 ,f : XY 连 
续 , 则 了 存在 天 到 工 的 单纯 逼近 <->YaE 开 ,存在 5E 7, 使 得 
flStra) CSt5 . (这 个 条 件 称 作 /对 区 ,工具 有 星 形 性 质 ). 

证 明 一 >>. 设 p: K-*L 是 单纯 带 近 ,由 条 件 (2) 知 ,Ya€ 
K',f(Stxa) C Stzgla) , 取 5 二 qa) 即 可 . 

-一 一， 规定 玉 到 工 的 顶点 映射 9?: K*, 使 得 PCStxa) C 忆 
Stigla) .Ys 一 (aoy"…sa)EK, 取 x 是 s 的 内 点 , 则 x € Stxa,,i 一 
0,…,9 ,从 面 f(x) E flStra) C Stiglai) ,Bh gas) < Carsf C(x), 
i 一 0,…,4. 根据 习题 5,9 可 扩张 为 单纯 映射 , 仍 记 作 9 它 满足 生 
件 (2), 因 此 是 了 的 单纯 逼近 上 


习 通 
1. 设 p: KK 上 是 单纯 映射 ,证 明 qXK) 是 工 的 子 复 形 . 
2, 若 p: K 一 是 一 一 的 单纯 映射 , 则 gr! + LK 也 是 单纯 
映射 . (此 时 称 p 是 单纯 同和 构 . 》 
3， 设 p: K 一 LL 是 单纯 映射 ,zx€ |K|, 证 明 
PCCarkz) 一 Carrpx). 
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4.， 设 p: K- 工 ;区 : 工 1 都 是 单纯 映射 .证 明 

(1) gs。9: >M 也 是 单纯 映射 ; 

C2) pr pg p: IKI>IM|: 

(3) (¥° 内， 一 多 0。 py: HAK)>HM) ,YeEZ. 

5. 设 天 ,都 是 复 形 ,m : 天" 一 7 是 一 个 对 应 ,证明 m 是 某 
个 单纯 映射 q: 居民 的 顶点 映射 < 一 > Vs 一 (coal va)E 天 ， 
免 (ao) .Wla1),… ,pCas) 是 上 中 辐 一 单 形 的 顶点 . ( 称 9 是 的 扩 
张 . 》 

6. 设 sE 天 ,规定 :的 星 形 为 

Strs = {zx € | 天 |js < Carrzi. 

证 明 

(1) 若 i<s, 则 Stxs C Stxts 


《2) 车: 一 (aoyalyyar), 则 Stxs 一 门 See, - 
el 


§ 2 重心 重 分 和 单纯 况 近 存在 定理 


本 节 继 续 进 行 上 节 的 工作 ,讨论 单纯 遂 近 的 存在 性 . 为 此 我 们 
先 要 引进 重心 重 分 的 概念. 


2.1 重心 重 分 


设 玉 , 工 是 复 形 ,f: | 天 | 一 瞩 | 是 连续 映射 .上面 已 说 到 ,不 
一 定 存在 天 到 工 的 单纯 遂 近 ,并 且 不 存在 的 原因 是 前 分 不 够 
细 , 工 不够 粗 .一般 来 说 ,使 剂 分 变 粗 不 一 定做 得 到 ,但 使 前 分 变 细 
总 是 能 做 到 的 . 重心 重 分 就 是 加 细 前 分 的 一 种 办 法 . 

设 KK,K' 都 是 多 面体 X 的 剂 分 ,并 且 K' 的 每 个 单 形 都 包含 于 
天 的 某 个 单 形 中 ,就 说 玉 是 天 的 一 个 是 分 . 可 以 证 明 ( 习 题 1)， 
天 ' 的 每 个 星 形 都 含 于 天 的 某 个 星 形 中 . 重心 重 分 是 一 种 特殊 的 重 
分 ， 
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设 s= (aoa, 和 sm? 是 一 个 维 单 形 .s 中 ,重心 坐标 为 
相让] 的 点 称 为 的 重心 , 记 作 , 即 


0 维 单 形 “ 的 重心 就 是 a;1 维 单 形 (4。,41) 的 重心 就 是 它 的 
点 ;2 维 单 形 (aoyaivas) 的 重心 就 是 平常 意义 下 三 角形 的 重心 . 

我 们 先 从 直观 上 描述 重心 重 
分 .0 维 单 形 的 重 分 就 是 自己 . 设 s 
是 1 维 单 形 , 它 被 重心 分 成 两 个 1 
维 单 形 ,这 两 个 1 维 单 形 及 三 个 顶 
点 上 的 两 个 顶点 和 重心 ) 一 起 构 
成 Cls 的 重心 重 分 . 设 :是 2 维 单 
形 , 则 它 被 三 条 中 线 分 草 成 六 个 2 
维 单 形 (图 7-3) ,这 六 个 2 维 单 形 
以 及 它们 的 面 就 构成 Cls 的 重心 eee. pee 
重 分 . 它 的 顶点 是 原 有 的 顶点 如。 ”“” ”“” 
上 = 的 重心 和 三 个 1 维 面 的 重心 . 图 73 
它 是 一 个 以 ;为 锥 顶 的 单纯 锥 ,相应 的 锥 底 是 Bds 的 重心 重 分 ( 即 
各 1 维 面 重心 重 分 的 并 集 )， 

一 般 复 形 天 的 重心 重 分 记 作 Sd 天 ,可 归纳 地 规定 如 下 : 若 天 
是 9 维 复 形 , 它 的 重心 重 分 SdK 就 是 KK. 假设 对 维 数 不 大 于 ”一 1 
的 复 形 的 重心 重 分 已 定义 ,K 是 维 复 形 .对 的 每 个 维 单 形 
svBds 是 KK 的 w 一 1 维 子 复 形 ,其 重心 重 分 Sd(Bds) 有 意义 , 作 3Sd 
(Bds) 是 以 为 顶 ,Sd 《Bds) 为 底 的 单纯 从, 则 天 的 重心 重 分 SdK 
规定 为 


Ne 


SdK =SdK"™! [) :SdcBd;). 
gEK\WK"1 
这 种 描述 方式 虽然 比较 直观 ,但 并 不 好 用 ,并 且 定 义 中 有 些 地方 必 
须 加 以 验证 ,如 为 什么 可 构造 单纯 锥 5Sd(Bds)? 下 面 我 们 给 出 另 
211 


-种 定义 方式 , 它 不 如 第 一 种 直观 ,但 用 起 来 很 方 使 ,因此 我 们 把 
它 当 作 正 式 定义 . 

定义 7.5 复 形 天 的 重心 重 分 是 一 个 复 形 , 记 作 Sd 天 ,规定 
为 

SdK := {Bo sb) |s E Ks <u < <s). 

定义 中 应 验证 的 部 分 ( 当 ss<s 飞人 < 时 人 和 5 和) 处 
于 一 般 位 置 ;SdK 中 单 形 规则 相处 ) 留 作 习 题 . 

Sd 天 的 顶点 的 集合 (SdK)"= {$lsEK). 

设 o 二 (30 和 ,$86)ESdK, 且 so<si<<…<ss, 则 称 $, 是 5 的 
首 硕 点 . 显然 5 EsGi 一 0,1,…,9), 从 而 gCss 由 此 得 到 |SdK | 性 
[用 1. 反 过 来 ,如 果 ze | 天 |, 它 的 承载 单 形 Carkr 一 (aosa1,…， 
on) .不妨 设 z 二 辣 Na 加 六 六 六 . 记 g 一 (aoyaieea， 


1 一 0,1，…9, 则 


z= 2 一 4 De, 


= -Se 十 DOW 一 4;) 二 (规定 和 + 一 0)， 
其 中 G 寺 了 D4) 之 0, 并 且 


Dot DO hr) = 22 一 1 
名 名 


于 是 zE (50 和 ,3 和) 忆 1Sd 天 | .我 们 证 明了 |K1CISdK|, 从 
而 有 
SdK| = |K]. 

不 难看 出 dimSdK = dimK. 

为 了 书写 简便 , 记 扩 :=SdK, 记 SdK 的 重 
纳 地 规定 天 的 a 次 重心 重 分 KY 二 (K-33) 


2.2 单纯 逼近 存在 定理 


设 卫 和 YY 都 是 多 面体 ，f : X->Y 是 连续 映射 设 K 和 工 
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心 重 分 为 天 2 , 归 


分 别 是 叉 和 了 的 放 分 . 工 的 所 有 星 形 {St.615E L'} 尾 Y 的 开 覆 
葛 ， 从 而 (f CStub)lpEz) 是 和 的 开 夏 盖 . 根据 定理 7. 1, 了 存在 
天 到 工 的 单纯 过 近 的 充 要 条 件 是 每 个 星 形 Stxa 都 落 在 某 个 三 
(Stzb) 中 . 我 们 要 说 明 ,经 过 若干 次 重心 重 分 后 ,上 述 条 件 总 能 满 
是 (当然 是 指 对 新 复 形 Km ). 

先 规 定 复 形 的 网 距 概 念 , 它 可 用 来 估 测 星 形 的 大 小 . 

复 形 天 的 网 距 记 作 Mesh(K) ,规定 为 

Mesh(K) :二 max{d(a,b)|la,b) 是 下 的 1 维 单 形 }， 

即 Mesh( 及 ) 是 天 中 1 维 单 形 长 度 的 最 大 值 . 

命题 7.7 若 zr,y 是 天 中 单 形 
< 上 的 两 点 (图 7-4), 则 dzyy) 扫 
Mesh(K). 

证 明 先 证 明 存在 s 的 顶点 a， 
使 得 d(z,y)<d(z,a). 取 a 是 :的 
顶点 中 到 xz 最 远 的 . 设 > 一 dxzya)， 
虽 闭 球形 邻 域 Hzyr7 是 凸 集 , 它 包 
含 的 每 个 顶点 ,从 而 :CCBCTr7- 
因此 di(z,y)<r=d(z,a). 用 a 代替 
z, 作 同样 论证 ,可 找到 * 的 另 一 顶点 国 4 
5 使 得 dx,a)<d(a,)SMesh(K). 1 

命题 7.7 的 一 个 推论 是 :¥Y xzE Stra, 则 d(a,z)<Mesh(K). 
命题 78 若 玉 是 mn 维 复 形 , 则 Mesh(K) 扫 
Mesh(K) . 


天 


ntl 
证 明 只 用 证 明 天 的 任 一 1 维 单 形 翌 ,3) 的 长 度 不 大 于 
二 Mesh(R). 不 妨 设 上 Si 一 (aoy** yan) ,5 一 (ao saryaoy 
ap]. 记 纪 一 (aerl ,4p), 则 
;= -+ Ya = 1 六 e+ 1 Ya 
~ p+1l 2 二 1 人 p+!1 


tl 
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{图 7-5 是 9g = 2,p 一 3 的 情形 . 


ds 


= 


, 重 分 不 改变 维 数 ,从 命题 7.8 得 到 
Mesh(KO) 去 | ] MeshcK). 


n 
nn 二 1 
定理 7. 2( 单 缉 通 近 存在 定理 ) 设 玉 , 工 是 复 形 ,f : | 到 |] 一 
| 工 | 是 连续 映射 , 则 对 足够 大 的 x, 存在 f 的 单纯 下 近 p9: 玉 ” 一 志 , 
证 明 因为 {Stz515E€ 5" 是 |L| 的 开 覆盖 ,所 以 {f/f7'(Stib) 18 
ELo} 是 |K| 的 开 覆 盖 . 记 是 它 的 Lebesgue 数 . 取 rE 六 ,使 得 


Mesh(K) <<6 (这 里 n=dimK). 于 是 Ya€E KK 中 ,StxwaC 


a 
Li 
(ca,5)( 见 命题 7. 7 后 的 推论 ). 根据 命题 2. 12,B(a, 人 包含 在 某 
个 St 中 ,从 而 .ASteoa?CSto5. 由 定理 7.1 得 到 结论 ， 1 


习题 


1. 设 玉 是 天 的 一 个 重 分 (不 必 是 好 
Carxb. 证 明 Stx6CStxs. 
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心 重 分 ) ,bE (K's 一 


2 设 * 一 (ao,a, sao)EKK. 证 明 
Stkd CStkai， i = 0,1,,g. 
3， 验 证 定义 7.5 中 规定 的 SdK 中 的 单 形 互 相 规则 相处 . 
4。 利 用 单纯 逼近 存在 定理 证 明 5" 到 5S”! 的 任何 连续 映射 都 


5， 设 叉 , 了 都 是 可 割 分 空间 ,证 明 [X,Y] 是 可 数 集 . 
§ 3 ”连续 映射 诱导 的 同调 群 同 态 


设 KK 和 工 是 多 面体 ,f: |KK1 一 1L| 是 连续 映射 . 本 节 要 规定 
了 诱导 的 同 态 f,。: H,(K)>H(L). 尽管 有 了 上 节 的 准备 ,我 们 
还 有 不 少 工作 要 做 . 其 中 有 些 比较 困难 ,涉及 到 一 些 新 概念 . 为 了 
不 让 它们 掩盖 整个 过 程 的 思路 ,我们 把 它们 移出 正文 , 放 在 附录 C 
中 . 


通过 上 节 的 准备 ,规定 ,的 途径 已 很 明显 了 :重心 重 分 保证 
了 有 单纯 逼近 ,用 单纯 逼近 导出 的 同 态 来 规定 f.。- 但 是 我 们 马上 
面临 着 两 个 问题 . 首先 ,了 的 单纯 并 近 pg 如 果 是 从 KK" 到 工 的 , 它 
导出 的 是 韭 (K") 到 五,(L) 的 同 态 .那么 HK") 与 Ho(K) 有 
何 关系 ? 其 次 ,单纯 逼近 并 不 是 唯一 的 ,那么 不 同 的 单纯 逼近 导出 
的 同 态 是 否 一 样 ? 

附录 C 对 第 二 个 问题 已 有 直接 的 回答 . 

定理 C.2 如 果 g,p: K-> 工 都 是 连续 映射 卫 : | 玉 1 一 代 | 的 
单纯 逼近 , 则 p., 一 %g.，: 五,( 开 ) 一 已 (ZE) ,YEZ. 

下 面 来 回答 第 一 个 问题 . 


3.1 同调 群 的 重 分 不 变性 


我 们 要 证 明 五 (KG 7 全 已 ,(K) ,YegEZ, 由 此 得 到 H,(K"》 
SEHK), YEZ YrEN. 
先 规定 CCK) 到 C(K) 的 链 映射 - 
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设 3EK,a 是 :的 任 一 顶点 , 则 Stko CStkc 《$1 习题 6)， 
于 是 恒 同 映射 id :| 天 衫 | 一 | 及 | 对 天 和 天 有 星 形 性 质 ,从 而 有 
从 天 到 天 的 单纯 逼近 :规定 顶点 映射 x : (Km) "一 天 ,使 得 
xs) 是 5 的 顶点 , 则 可 扩张 为 这 的 单纯 通 近 ,把 它 所 决定 的 链 
映射 称 为 标准 链 上 映射, 标准 链 映射 并 不 是 唯一 的 ,但 是 定理 C. 2 
说 明 标准 链 映射 诱导 的 同调 群 同 态 是 唯一 的 . 以 后 把 id 的 上 述 单 
纯 送 近 和 标准 链 映 射 都 记 作 (不论 对 哪个 复 形 KK). 

我 们 还 需要 构造 重 分 链 映射 ?一 7,) : C(K)>CLK), 它 不 
是 由 单纯 映射 决定 的 . 

直观 上 看 ,每 个 维 单 形 sEK 被 重 分 成 (x 十 1)! 个 居中 中 的 
nn 维 单 形 , 当 s 取 定 了 定向 后 (得 定向 单 形 ;). 这 些小 单 形 也 取 相 
同 的 定向 ,就 令 7(s) 是 这 些 定向 小 单 形 之 和 .图 7-6 是 ”一 1,2 的 
情形 .对 x 二 1( 耕 图 ),?《aca1) 一 awb 十 541, 对 一 2( 有 图 )， 

(aoaigi) = aobzc + poaic 十 aiboc + poaac 十 aabic + baoc. 


图 7-6 

下 面 归纳 地 给 出 及 的 严格 定义 .对 4 一 0, 令 加 (ea) 一 z,YaE 
KK ,扩张 得 同 态 轴 :CoCK)>Co (RK). 

对 gq 二 1 ,YsETLK), 设 ;一 qaoay， 规定 加 (5) 二 ao 了 十 ia4， 则 
(一 人 二 《a140) 一 Q1 主 十 bao 一 一 加 (5), 因 此 可 扩张 得 同 态 加: 
CC 天) 一 Ci(KO), 并 且 显 然 3。 甩 一 六 。 9. 

设 当 p<g 时 ,加 :Co( 必 ) 一 CCK9) 已 构造 ,并 满足 
95 有 一 35， Vp<g. 
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YsETAKD ,规定 六 Cs 一世 《315)). 则 
六 (一 人 = EC3( 一 5)) 一 -了 (3)， 
于 是 ,可 扩张 得 到 % : Cy( 开 ) 一 CC 天) 
VsET4(K)， 
Qh) dE( Ds)) ) 
二 1 05) 一 (9017 ds))) 
= We Ns) — (Ra Bol 05))) 
一 ”av(s)， 
因此 有 4,。% 一 加 .。 9: 归纳 定义 完成 
定理 7.3 7 诱导 的 同调 群 同 态 9.。: H,(K)>H,(K) 是 同 
构 , 并 且 以 74, 为首 (x 是 标准 链 映射 ) ,YeEZ. 
证 明 定理 C.3 说 明 3.6°7.s 一 ds HK >H,(K)， 
Y gq EZ. 只 须 再 证 明 z,s*9,s = 二 id: H,(K)—>H,(K),Y gE€Z2. 
事实 上 有 和 二 id :ClK) 一 C,(K),Y gq&€ ZZ. 我 们 用 归纳 法 论 
证 这 断言 . 
4 一 0 时 ,结论 显然 成 立 . 
设 p<Z9 时 ,zw * 1, 二 id :CCK) > CKR). 
YsET,(KR), 记 s 一 ao4 …ay, 不 妨 设 xr) 二 ao. 则 根据 x 和 
的 定义 ,有 
TDS) Tl $s))) 


一 am Door 


4 
=aol » (一 ao ay = ao 
= 


从 而 ew 一 CK) CC 上 
对 所 有 复 形 太 ,都 用 ?表示 本 
对 于 任意 自然 数 r, 记 7 是 r 个 重 分 链 映 射 


CR) CKY) se CK TD) 
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的 复合 (每 个 7 的 含义 不 同 ). 按 这 种 约定 ,有 
P=. 
同样 , 记 赤 :CCKC 一 C( 开 ) 是 > 个 标准 链 映射 (每 个 的 食 义 
不 同 ) 的 复合 , 它 由 过: |K" | 一 |K| 的 单纯 逼近 所 导出 ,并 且 也 有 
No 


我 们 有 互 道 的 同 构 
HK) 局 (Ke ， Yqez. 


3.2 .的 规定 


命题 7.9 如 果 9: Km? 一 LL 和 y:K"m?>L 都 是 f: |K| 一 
|| 的 单纯 逼近 , 则 思 。。 玉 一 加。 7，YqEZ. 

证 明 见 下 图 表 . 因为 p。w :KK“1? 一 也 是 下 的 单纯 下 近 ， 
所 以 有 (定理 C. 2) 


Pr TPT YE | 
现在 我 们 可 以 给 出 下 面 的 定义 . 
定义 7.6 设 KK, 工 是 复 形 ,f: | 天 | 一 | 工 | 是 连续 映射 , 取 9: 
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六 m 一 玉 是 了 的 单纯 逼近 ,规定 了 诱导 的 同调 群 癌 态 为 
fia— pe ops: HAK)> HL), YeEZ 

命题 7.10 (1) 设 玉 是 多 面体 , 则 恒 同 映射 jd: |K| 一 JK| 
导出 的 同调 群 同 态 这 .。: 五 ,(K) 一 五 。(K) 是 异同 同 构 . 

《2) 设 K, 工 和 MM 都 是 复 形 ,f : [KI>iL[ 和 g: |LI>IM| 
都 是 连续 映射 , 则 

(gg fo! HAK)> HOM, Ya€Z. 

证 明 (1) 到 到 自身 的 忆 同 单纯 映射 作为 ia: IK| 一 
| 下 | 的 单纯 台 近 就 可 得 到 结论 . 

(2) 在 下 面 的 图 家 中 ,bp : L ”一 M 是 g 的 单纯 逼近 ,9p: KK" 
一 Lm 是 了 的 单纯 过 近 . 于 是 x*。gp: 天 ”二 也 是 了 的 单纯 逼近 ， 


fe E20 
HK} HD —— HM) 
Pe | 有 
” pes 
多 
H,(K™) HL®) 


区。9 :天 >M 是 g。/f 的 单纯 通 近 ,由 定义 
Cg os Po Pu Ps 
有 
= pro Pra Ta = Fo Pg ss 
因此 (ge。 刀 ,=gr 1 
从 这 个 命题 可 以 推出 同调 群 的 拓扑 不 变性 . 
定理 7.4 设 玉 , 工 是 复 形 .如 果 了 : | 玉 | 一 | 工 | 是 同 胚 映射 ， 
则 了.，: 右 ,((K)->H,( 攻 ) 是 同 构 ，Yg€2. 
证 明 记 g= 广 ! :LI 一 |Kl. 根 据 命题 7.10, g,.,*f., 一 
(8。 亡 ,一 id.。 是 恒 同 同 构 . 同 理 ,/.，,。sg,* 也 是 恒 同 同 构 . 于 是 
了 ., 是 同 构 ,g., 是 它 的 道 。 上 
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定理 说 明 , 复 形 天 的 各 维 同调 群 ,(K) 的 同 构 类 型 是 由 |K | 
所 决定 的 , 即 是 1K| 的 拓扑 不 变量 (拓扑 性 质 ). 这 样 ,KK 的 各 维 


in 


Betti 数 8, 和 Euler 示 性 数 X(K) 一 >) (一 1)*p, 也 都 是 | 天 | 的 拓 
扑 不 变量 ， 
3,3 多 面体 与 可 剖 分 空间 的 同调 群 


定理 ?7.4 说明 ,同一 个 多 面体 的 不 同 训 分 有 同 构 的 同调 群 . 设 
| 开 | 一 | 二 | , 则 恒 同 瑞 射 这 : |K| 一 | 也 | 决定 了 Hs(K) 与 H,(L) 
间 的 一 个 同 构 , 以 后 ,我们 规定 多 面体 的 同调 群 就 是 它 的 剖 分 的 问 
调 群 , 它 在 同 构 型 的 意义 下 是 确定 的 . 

设 X,Y 都 是 多 面体 , 开 ,, 是 它们 的 剂 分 ,一 1,2. 如 果 上 :六 
一 7 是 连续 映射 , 则 f 诱 导出 两 组 同 态 {f,，: 五 (天 一 万 (TD)) 
和 (fs: Hi(K:)>H。(Lx)) ,它们 使 下 面 图 表 可 交换 ， 


f., 

H,(KY) 所 CD 
id id 

HE)— te HL) 


Y9 EZ 正如 可 用 和 和 了 的 任意 训 分 的 同调 群 看 作 HC(X} 和 
五 ,(Y) 那 样 ,可 以 用 上 面 任 一 组 同 态 看 作 同 态 组 
{fa : HX) > HY)). 

类 似 地 可 规定 可 剖 分 空间 的 同调 群 以 及 可 剖 分 空间 之 间 的 连 
续 映 射 诱导 的 同调 群 同 态 . 

设 和 是 可 前 分 空间 ，( 天 ,8) 和 (天 。， 龟 ) 都 是 和 的 前 分 ， 则 
人 W'。! |Ki| 六 |Ks| 是 同 胚 , 它 诱导 五:(K,) 到 瑟 ,(K:) 的 同 构 . 
我 们 规定 X 的 同调 群 就 是 它 的 任 一 前 分 中 多 面体 的 同调 群 . 

设 汪 和 了 都 是 可 训 分 空间 , (R, 从 和 ( 工 , 力 分 别 是 它们 的 部 
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分 .如 果 j 了 : XY 是 连续 映射 , 则 区 了 2: | 及 | 一 忆 | 连 续 . 
我 们 把 (% 1。/。9) .看 作 太古 CD) 一 上 7) ,YeEZ.( 相 应 
地 认为 CX) 一 H,CK),H,(Y) 一 H,().) 
在 上 述 意 义 下 ,类 似 于 命题 7. 10 的 结果 仍 成 立 . 
命题 7.11 () 设 id，X- 一 XX 是 可 部 分 空间 (多 面体 )X 上 
的 恒 同 映射 , 则 记 ,。: 五 ,CX) -> 右 ((X) 是 恒 同 同 构 . 
《2) 设 和 ,和 了 都 是 可 剖 分 空间 (多 面体 )， 厂 : XY 和 
8 5Y~Z 都 是 连续 映射 , 则 
(ge fg fot HA HZ), YaqeEZ. 14 
下 面 列 出 已 计算 出 的 几 个 空间 的 何 调 群 . 
7 维 球面 5* 同 胚 于 = 十 1 维 单 形 的 边缘 复 形 ,因此 从 第 六 章 
4 的 例 2 知 道 (x>>0 时 》 
a Z, gqg= 0n, 
5) 宇 | QA On 
从 第 六 章 $4 的 例 3 知道 , 若 X 是 平 环 , 则 
Z, gqg=0,1, 
0，g 关 0,1. 
从 第 六 章 34 的 例 4 和 例 5 知道 
Z， 9 一 0,2， 
merle g=1, 
0， 9 天 0,1.2; 


已 (CX) 全 | 


Z， gq—0, 
万 ,CP?) = 9 一 0， 
0， 9 天 0,1. 

再 举 几 个 例子 . 

例 1 设 X=5S'VS'. 图 7-7 是 的 一 个 前 分 KK, 它 是 两 个 子 
复 形 K, 和 K; 的 并 ,KK 站 KK 一 ao 是 一 顶点 . 尺 , ,Ks 分 别 是 S' 的 
前 分 ,于 是 FH1(K) 宇 ZZ( 第 六 章 3 3 习题 2). 设 

zi1 一 aodi 十 aies 十 aaao， za 一 doas 十 Gad 十 asdoy 
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网 
人 


eh 


图 7-7 
则 {zi,zs} 是 Z1(K) 二 Hi(K) 的 基 .K 是 连通 的 1 维 复 形 ,于 是 
Z， 4 一 0， 
HalX) se 2 一 1， 
0， 3 天 0,1. 
用 同 祥 方法 可 计算 出 
2, 2 一 0， 


Hl VS)s17E7O 2, -1 
0, 2 天 0,1. 
例 2 设 X 是 S* 加 上 赤道 所 力 的 圆 盘 .图 7-8 给 出 了 XX 的- 
个 前 分 K = Bds, U Bds ,其 中 
51 一 《aoyalyazyas)， 3 = {0,02 030,). 
记 , = Bds ,K: 一 Bdss , 则 天 站 R: 一 Cl(a ,azyas). 根据 第 
六 章 $ 3 的 习题 4， 
HAK)S HK)OH(K), Ye 天 0， 


于 是 


Z, 9 一 0， 
mle 9g = 2， 
0， 2 天 0，,2. 
例 3 对 是 5? 加 一 直径 , 它 的 一 个 前 分 如 图 7-9 所 示 , 天 一 
Bdta,,al,42,43) U Bd(aoya1 ,04) .用 例 2 的 方法 可 以 求 出 
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加 a 


bE (a 
a 
2 
ao a 
入 
7-8 图 7-9 
Z，9q 一 0,1,2， 
HK) 罕 
0，4 天 0,1，,2. 
习 题 


1. 计算 3"VS" 的 同调 群 (x 关 mr, 都 大 于 0). 

2.， 作 可 剂 分 空间 了 X， 使 得 它 的 0, 2, 3 维 同 调 群 同 构 于 Z， 
HX) 实 2Z, 其 他 维 同 谓 群 为 0. 

3. 作 可 齐 分 空间 头 , 使 得 它 与 7? 有 了 司 构 的 各 维 同调 群 ,但 X 
FT 


$4 同 伦 不 变性 


4.1 同调 群 的 同 伦 不 变性 


和 基本 群 一 样 ,同调 群 也 有 同 伦 不 变性 . 它 包括 两 个 方面 ; 同 
伦 的 映射 诱导 相同 的 同调 群 同 态 ; 同 伦 等 价 的 空间 有 同 构 的 同调 
群 . 我 们 只 须 对 复 形 证 明 这 两 个 结论 . 
定理 7.5 设 K,L 都 是 复 形 ,如 果 连 续 映 射 /二 g : | 天 | 一 
1 工 | , 则 
fs= go: HK HT), Yaq€EZ, 
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证 明 设 总 :| 六 |X7 一 | 了 | 是 了 到 & 的 同 伦 , 记 六 是 鼠 的 
二 切片 , 则 如 一 f ,二 g. {HCSt6)15 E17) 是 |K1XI 的 一 个 开 
盖 . 设 8 是 它 的 Lebesgnue 数 . 取 充 分 大 的 ,使 得 Mesh{K") < 


守 - 于 是 , 当 44t ET 使 得 0 扩 作 一 t 达 全 时 ,对 Km 任 一 硕 点 a， 


Stxwa X [tf] 包含 在 某 个 -1 Sti) 中 ,也 即 友 (Stxwa) 和 
he(Stxma) 包含 在 工 的 同 一 个 星 形 中 . 于 是 可 构 道 g: KK 一 7, 它 
是 如 和 如 的 公共 的 单纯 近 , 从 而 
(一 po 一 YqEZ. 
由 此 马上 得 出 
fis= hs = =ge Yq9EZ 4 
命题 7.12 设 K 和 上 是 复 形 ,/: ,天 (一 | 工 | 是 一 个 同 伦 等 
价 , 则 了.。: 五 ,CRK) 一 妃 ,C) 是 同 构 ,YeeEZ. 
证 明 设 g :1L, 一 IK| 是 f 的 同 伦 道 , 风 
gra fio— (g° f= d,s HAK) > HAKR), 
fur ges = f° 8 =id,,: HL) > HL), 
因此 上 ,是 同 构 ,g 一 人 0、 上 
一 个 直接 的 推论 是 定理 7. 6. 
定理 7.6 设 K 和 工 是 复 形 , 若 I|K1 舍 Z|, 则 
HRSEHL), gE€Ez. 1 


4.2 同 伦 不 变性 在 同调 群 的 计算 中 的 应 用 


同 伦 不 变性 是 计算 同调 群 的 有 效 工具 , 它 常常 可 在 很 大 程度 
上 简化 计算 . 例如 ,不 难看 出 单纯 锥 的 多 面体 是 可 缩 空 间 , 面 显然 
由 一 个 0 维 单 形 构成 的 多 面体 是 零 调 的 , 即 0 维 同 调 群 是 自由 循 
环 群 ,其 他 维 同调 群 是 零 群 . 用 同 伦 不 变性 立即 推出 单纯 锥 也 是 零 
调 的 (但 第 六 章 的 计算 还 是 必要 的 ,在 定义 /的 过 程 中 要 用 到 这 
个 结果 ), 又 如 , 平 环 与 5 同 伦 等 价 ,因此 它 的 同调 群 与 S 的 同调 
群 ( 即 2 维 单 形 的 边缘 复 形 的 同调 群 ) 同 构 〈 对 照 第 六 章 8 4 的 例 
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2 与 例 3 的 结果 , ) 下 面 再 举 几 个 例子 . 

例 1 Mebius 带 X 的 同调 群 . 
7-10 是 X 的 -个 剖 分 天 的 展开 图 . 设 L={(ao,as), (as， 
as)，(assao)i aordzyas}， 它 是 天 的 子 复 形 ,并 且 亿 | 是 | 天 | 的 形变 


ar Qs as ao 


be 人 a 加 
图 7-10 
政 缩 核 . 记 * : | 二 | 一 | 天 | 是 包含 映射 , 则 站 : H,(I) 空 H,(K)， 
YeEZ. | 工 | 衬 S: ,因此 有 
Z, g=0,1, 
0，g 关 0,1. 
并 且 , 设 2 二 aoas 十 azas 十 asao, 则 x 是 Z1(L) 一 Hi(Z) 的 生成 元 , 因 
而 (x) 是 日,(K) 的 生成 元 . 
例 2 Klein 瓶 的 同调 群 . 
图 7-11 是 Klein 瓶 的 一 个 
剖 分 六 的 展开 
BCK 的 计算 奖 们 于 第 六 
齐 84 的 例 4. 对 天 的 每 个 2 
维 单 形 取 相 出 的 定向 ( 警 如 都 
取道 时 针 定 向 ), 所 得 18 个 2 
维 定向 单 形 是 C,(K) 的 基 . 则 
2 维 链 C 是 闭 链 的 必要 条 件 是 
< 在 这 些 2 维 定向 单 形 上 取 相 
同 的 值 . 记 co 是 都 取 1 的 那个 
2 维 链 , 风 2 维 闭 链 都 应 有 nco 的 形式 . 然而 ,在 现在 的 情形 aco 一 
2z, 这 里 xi 一 ac 十 aias 十 azao. 因 此 只 当 z=0 时 zco 才 是 闭 链 , 即 
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HA(K) HL) 宕 


Hi(K) 一 Za(K) = 0. 

计算 HL(K). 设 子 复 形 上 是 玉 的 边框 上 的 部 分 ,a== (as ,as， 
4a), 记 KK 二 K\e. 则 | 上 | 是 |Ki| 的 形变 收缩 核 ,从 而 i ; H,(7.) 
一 百 ,( 开 ) 是 同 构 . 记 zz 一 Qas 十 a344 十 a4Q01z 二 dz9(0 二 asaras)， 

根据 $ 3 中 例 1, 瑟 (一 ZL) 并 以 和 zs 作为 基 . 于 是 由 
i :Hi(L) 宇 HL(K) 知 ,x1 和 zs 在 天! 中 的 同调 类 tz1) 和 (xz,) 是 
HCK1) 的 基 . 

从 下, 入 的 关系 不 难看 出 

Bi(K) CB(K)CZK) = ZK). 
于 是 ,用 代数 学 的 知识 ,有 
HK)= Z,(K)/B(K) 
ZKV/B KYM BRYN/ BK)) 
= HI(KD/B (KY)/B (KD)), 
由 子 Ca(K) 只 比 Co(Ki) 多 一 个 生成 元 6, 对 Y56E Bi(K), 有 分 解 
式 5==W 十 克 20 二 十 nz, 其 中 4E Bi(K1). 于 是 ,B1/(K)/Bi(K1) 及 
由 (z)(z 在 KK, 中 的 同调 类 ) 生 成 的 自由 循环 群 (作为 H.CK1) 的 子 
群 ,B,(K)/B.(K) 是 自由 群 1). 注意 到 3,(co 一 0) 一 2z, 一 z, 这 说 明 
在 天 中 z~2z,, 因 此 Bi(K)/Bi(K) 就 是 理 \(K,) 中 由 2《z,) 生 成 
的 子 群 . 这 样 
H(K) ZOZ. 

我 们 得 到 Klein 瓶 的 各 维 同调 群 为 


Z, g=0, 
H(2P’) LBL, g9=1, 
0， gqg 区 0;,1. 


用 同样 的 方法 可 计算 出 任何 闭 井 面 的 同调 群 . 对 可 定向 闭 曲 
短 ,注意 相应 的 c。 是 闭 链 , 从 而 吾 :(zaT2?) 宕 Z; 并 且 在 天: 中 = 一 0， 
从 而 B.CK) 一 B.CK1D) ,Hi(K) 衬 Hi《K,). 我 们 列 出 闭 曲面 的 同调 
群 如 下 : 
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Z， 了 一 0,2， 
ai、 
Ha S12 BI, q=1, 


0， gq 关 0,1,2i 
‘2, 2 一 0， 
| 
Co) = OZ 9=1, 
0， 9 兴 0,1. 


可 定向 与 不 可 定向 闭 山 面 在 2 维 同调 群 上 显示 了 不 同 . 由 闭 册 面 
的 同调 群 可 看 出 :两 个 闭 曲面 $ 与 8' 同 肽 <=>H,《S) 实 H,(S') 
< 一 >S 与 8 同 伦 等 价 . 


习 是 


1. 设 卫 是 可 剖 分 空间 ,f :XX 一 S" 是 连续 映射 ,并 且 不 满 . 证 
明 六 ,=0 《zz21). 
2， 把 三 角形 的 三 个 顶点 粘 在 一 起 ,所 a 
得 商 空间 记 作 X. 求 和 的 同调 群 . 
3， 把 四 边 形 的 四 条 边 如 图 7-12 所 示 
粘 接 在 一 起 , 记 是 所 得 商 空间 . 求 和 的 a a 
同调 群 . 
4 设 和 是 3 的 赤道 上 粘 接 一 条 
Mabius 带 . 求 X 的 同调 群 , 加 
5 设 和 由 三 个 两 丽 相 切 的 球面 构 
成 . 求 X 的 同调 群 . 


图 7-12 
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第 八 章 ”映射 度 与 不 动 点 


拓扑 不 变性 与 同 伦 不 变性 使 得 同调 群 有 广泛 的 应 用 ,例如 第 
四 章 中 基本 群 应 用 的 那些 例子 都 可 改 用 1 维 同调 群 . 由 于 我 们 规 
定 了 各 种 维 数 的 同调 群 ,不 仅 能 用 它们 解决 低 维 的 问题 (如 同 基本 
群 ) ,也 可 解决 高 维 问题 ,下 面 列 出 几 个 比较 直接 的 应 用 . 

Q) Yn 之 0,5" 不 可 缩 , 即 与 单 点 空间 不 同 伦 . 

7 二 0 显然 :x 之 0 时 ,H.(S") 衬 Z, 而 H,({p}) 一 0. 

《2) 当 nm 时 ,SS 

设 <m, 则 吾 。(S7) 宕 Z ,而 五 .CS”) 一 0. 

(3) 当 n 关 m 时 , 关 E”"， 

否则 ,E"\{O} 衬 E"\MO}, 从 面 5 一 及 NO 全 本 NO 一 
S"!, 与 (2) 的 结论 矛盾 . 

(4) EF ¥E". 

G)》 本 在 O 处 没有 同 胚 于 EF 的 开 邻 域 ,从 而 维 流 形 的 边 
界 点 与 内 点 的 区 分 是 有 意义 的 . 

《4) 和 (5) 可 仿照 第 四 章 中 关于 一 2 的 相应 情形 进行 证 明 . 

本 音 中 将 讲 几 个 深入 一 些 的 应 用 ,涉及 到 映射 度 与 不 动 点 问 
题 . 、 


$ 1 球面 自 映射 的 喘 射 度 


1.1 球面 自 映 射 的 映射 度 的 定义 与 性 质 


设 了 :SS 21 7 诱导 出 六 。: 再 CS) 一 百 . CS, 由 于 
大.(5S”) 守 Z,，/,, 决 定 一 个 整数 ,使 得 Ya€ H,《S"), f(a) 二 ka. 
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你 整数 为 了 的 映射 度 , 记 作 deg Cf 六。 

映射 度 有 下 列 基本 性 质 . 

命题 8.1 (1) 若 f,g :SS 都 连续 , 则 

deg(g *° f) = deg(g) ' deg(); 
《2) 如 果 fg : S">5", 则 
deg(f) = deg(g)s 

(3) 如 果 j 卫 : SS" 零 伦 , 则 deg (f=0; 

《d4) deglid) =—1. 

证 明 (1) 和 (4) 分 别 由 命题 7. 11 的 (2) 和 (1) 推 出 ; (2) 由 定 
理 7.5 得 到 ;(3) 由 (2) 推 出 (注意 常 值 映射 导出 零 同 态 )、 1 

(2) 是 著名 的 Hopf 映射 度 定理 的 一 半 , 该 定理 说 :x 维 球面 的 
两 个 连续 自 映射 同 伦 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 映射 度 相等 . 这 个 
定理 的 另 一 举 的 证 明 比 较 难 , 并 且 下 面 我 们 用 到 的 只 是 (2), 因 此 
不 给 出 Hopf 定理 完整 的 证 明了 . . 

下 面 都 是 映射 度 的 应 用 . 作为 映射 度 的 直接 应 用 ,首先 来 完成 
Brouwer 不 动 点 定理 的 证 明 . 

第 四 章 中 已 叙述 了 Brouwer 不 动 点 定理 ,并 把 它 的 证 明 归 结 
到 证 明 5S”' 上 恒 同 映射 不 零 伦 .综合 命题 8. 1 的 (3) 与 (4) ,直接 得 
到 这 个 断言 ,从 而 完成 了 Brouwer 定理 的 证 明 . 


1.2 对 径 映 射 的 映射 度 及 其 应 用 


球面 5" 看 作 EE"*' 中 的 单位 球面 ,5S" 的 对 径 映射 即 8" 关于 原 
点 口 的 中 心 对 称 , 记 作 户 : 5"->5", 于 是 (x) 二 一 x,YXES". 
显然 天 一 过 ,因此 
ideg(z)1 = deg(id) 一 1， 


加 H.(5") 和 六。 都 是 要 通过 S* 的 某 个 剖 分 (K,D 来 规定 的 , 即 五 (3") 一 
HalK) fr oH HlK). 可 以 证 明 :deg《7) 与 (K ,9) 的 选择 
无 关 ,在 此 不 详细 论述 了 . 
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从 而 
ldeg(h)|= 1. 
剩 下 要 决定 deg (h) 的 正人 负 人 性 . 
命题 8.2 设 h: SS" 是 对 径 映 射 , 则 
deg(h) 一 《一 1) 1， 
证 明 作 复 形 密 如 下 ， 
证 “一 (00,6,0，0)E 玉 ie 一 士 ], 规 定 


= (cen ,en] 


li n+l). 


图 81 
图 8-1 中 画 出 了 避 , 它 是 正八 面体 的 边界 . 


我 们 不 难看 出 | 驴 | = 和 az) E E34|z| 一 让 ， 
它 也 是 美 于 原点 O 中 心 对 称 的 ， 记 :| 六 |->5" 为 中 心 投影 ， 即 


1 


胀 , 从 而 (全,r) 是 S" 的 前 分 . 


由 rr ,zon1) 一 


人 zit" szor1) 规定 的 映射 , 则 > 是 同 
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记 凡 一 一 :上 sr :| 他 | 一 | 翌 ], 则 产 是 | 丈 | 上 的 中 心 对 称 映 
射 . 记 9: 允 一 号 是 由 硕 点 对 应 ef re Yi,6) 决 定 的 单纯 映射 ， 
则 9 一, 因此 pg 就 是 如 的 单纯 下 近 . 约定 户 .一 六 一 9 

取 z,EC,(B) 为 


一 Eo 2 pent 
TZ > Ea Ere ee 
tl 


容易 验证 az 一 0, 即 z,E ZZ ) 一 HH.《2),zo 郑 0, 并且 
Penl2) = pz) 


一 ee 本 


一 (一 1)” > 
按 定 义 , deg(A) 一 (一 1D 

如 果 ? 是 正 偶数 , 则 deg (4) 二 一 1, 众 而 hid. 

定理 8. 1 设 ” 是 正 偶 数 ,请 : 6" 多 是 复 秋 映 射 , 则 pp 是 2 
叶 复 秋 映 射 或 同 胚 映射 ， 

证 明 因为 5" 单 连通 ,p 是 泛 复 下 映射 ,所 以 p 的 叶 数 就 是 
复合 变换 群 22(5",p) 中 元 素 的 个 数 ,要 证 #2(5",p) 所 2. 

如 果 gE 约 (5S",p),g 不 是 i :5" 疡 5", 则 g 无 不 动 点 , 即 
g(zZ) 关 z 一 一 EUz) 于 是 8 天 (第 四 章 81 例 2), 从 而 deg(E) 
= deg(h) 一 (一 1 一 一 1 

于 是 , 若 gi,g:€ 台 (5",p) 都 不 是 id, 则 deg(g: * g2) 一 
deg(g1)* deg(g2) 一 1 ,因此 g。g; 一 id, 同 理 g。* gy 一 jid. 则 gg 一 

eg。 Bi gi 二 gz， 这样， 急 (S*,p) 最 多 只 有 一 个 非 单位 元 ， 即 
Zs,p 2. 1 ， 

如 果 是 奇数 ,定理 的 结论 就 不 成 立 了 . 例如 可 构造 $ 到 S' 
的 任何 正 整数 叶 的 复 梧 映射 ,又 如 5 到 透镜 空间 L(p,9) 有 p 叶 
的 复 释 映 射 . 

下 面 讨论 球面 上 的 连续 切 向 量 场 . 

球面 8 上 的 连续 切 向 量 场 是 指 对 每 一 点 zxE 5" ,规定 5" 在 x 
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处 的 一 个 切 向 量 w(z) ,并 且 v(z) 连 续 地 依赖 于 x. 如 把 EF*! 看 作 
z 十 1 维 向 量 空间 , 则 $ 上 的 一 个 连续 切 向 量 场 就 是 一 个 连续 映 
射 v: 5S" 一 "11, 满 足 内 积 v(x) "zx 一 0,¥YxXES", 如 果 在 x 处 vzr) 
一 0, 则 称 z 是 v 的 奇 点 . 
定理 8.2 当 为 偶 自 然 数 时 ,S" 的 连续 切 向 量 场 一 定 有 奇 
证 明 用 反 证 法 .如 果 连 续 切 向 量 场 " 没有 奇 点 , 则 可 规定 
了 :39 为 


fe) 二 2 


Tecz)1 
因为 wCz)，z 一 0, 所 以 了 (z)。，z 一 0, 从 而 f(z) 关 土 X,YXES". 
由 此 推出 /之 id( 从 f(z) 关 一 z,YxE5"), 和 fh( 从 (7) 关 区 ， 
YxES5")( 见 第 四 章 §1 的 例 2). 于 是 hid: SS. 但 deg() 一 
一 1,deg (id) 一 1, 与 命题 8.1 的 (2) 牙 竺 .上 

如 果 上 v(x) | 二 1,YxES"( 妈 v(x) 总 是 单位 向 量 ,就 称 v 是 
S$" 上 的 单位 切 向 量 场 . 于 是 定理 8. 2 的 另 一 说 法 是 : 当 x 是 正 的 
偶数 时 ,5S" 上 没有 连续 的 单位 切 向 量 场 、 

在 n= 二 2 时 ,定理 还 有 一 个 直观 的 说 法 :一 个 球面 上 如 果 长 满 
了 毛发 ,不 可 能 将 毛发 处 处 平顺 地 梳 拢 到 球面 上 . 也 就 是 说 在 有 的 
点 上 的 毛发 不 论 往 哪 个 方向 杭 , 总 要 与 周围 毛发 的 方向 不 协调 . 以 


YEO 


0 ‘ce) 


YZES'. 


图 82 
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这 种 点 为 心 的 一 个 小 上 ,毛发 的 方向 不 会 是 图 8-2(a) 的 情形 
(否则 让 圆 内 各 点 处 的 毛发 按 上 的 方向 梳理 ,x 就 不 是 特殊 点 
了 ) ,而 是 像 (b),《c) 或 者 更 加 复杂 的 情形 , 即 毛 发 在 z 处“ 打 施 ” 
8-3 的 (a) 和 (b) 分 别 画 出 了 有 一 个 和 两 个 施 点 的 情形 . 


a) (hy 
图 8-3 
在 上 情况 则 不 同 , 可 以 将 7* 上 的 毛发 处 处 平顺 地 梳 拢 在 
7* 上 ,比如 让 毛发 都 顺 着 经 贺 . 


习 题 

1. 证明 S* :不 是 P" 的 收缩 核 , 

2. 设 f: Dr 一 吾 连续 , 证 明 在 下 列 条 件 之 一 成 立时 ,上 有 不 
动 点 ， 

(GD .RS ICD" 

(2) YrIES" 1,f(x) ,zx 与 原点 不 共 线 : 

(3) YzE3S" :, 线 股 z7FCz7 过 原点 . 
(这 是 第 四 章 $5 习题 8 的 推广 ) 


3， 设 卫 : Pr 一 避 是 嵌入 映射 ,并 且 六 CAGPD) , 则 上 有 不 动 
点 . 
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4. 设 f:D" 一 D" 连续 ,并 且 fCS*DCS" 记 太 :3 一 
5S”! 是 了 在 5S"! 上 的 限制 .证明 ;如 果 deg(7o) 天 0, 则 /是 满 的 . 

5， 设 是 偶数 ,f :SS5" 连续 , 则 

(1) 了 或 有 不 动 点 ,或 有 点 xES" 使 得 f(x) 一 一 zx; 

(2) 产 有 不 动 点 . 


82 保 径 映射 的 映射 度 及 其 应 用 


2.1 保 径 映射 的 映射 度 


称 连续 映射 /: 5” 一 5" 为 保 径 映 射 , 如 果 YzE3S" ,太一 z) 一 
一 f(r), 即 4° f=f。h. 

我 们 来 计算 保 径 映 射 的 映射 度 ,并 由 此 说 明 它 不 零 伦 . 这 个 事 
实 有 许多 重要 而 有 趣 的 应 用 . 

引 理 1 若 了 :5S">S" 是 保 径 映 射 , 则 存在 保 径 映 射 g, 满 足 
g 人 之 f ,并 且 gS 中 关 S". 

证 明 用 单纯 台 近 的 方法 证 明 , 沿 用 命题 8. 2 的 证 明 中 规定 
的 加 , 和 ,等 记 导 . 记 扩 =r!。f。r :| 全 | 一 | 全 1, 则 六 也 是 对 
径 的 , 即 六 。 如 二 如 。 广 , 取 足 够 大 的 自然 数 g, 使 得 六 关于 工 = 
( 训 ) 中 和 史 有 星 形 性 质 . 工 也 是 关于 原点 O 中 心 对 称 的 复 形 , 因 
此 YaEzZ .St (一 0) 一 外 (Stra), 于 是 当 6bE CZ")" 使 得 户 (Stzca) 玫 
Stre 时 , 户 (Ste( 一 a))CStz( 一 仿 . 这 样 , 可 构 作 万 的 单纯 通 近 乡 
:> 全, 使 得 Ya€E ,GC( 一 0) 一 一 gp(a), 从 而 交 : | 束 | 一 | 将 | 也 
是 保 径 的 . 令 g 一 +。5。r! : S">5", 不 难 验 证 g 满足 引 理 的 要 
求 、]」 

引 理 2 车/: SS" 是 保 径 映 射 , 则 存在 保 径 映 射 g, 满 足 
SP 并 且 g(S DCS 

证 明 由 引 理 1 ,不 妨 假定 /(S"-') 去 5", 并 且 ei, 和 ej, 不 在 
f(s 一 ) 中 ,规定 j SAfe ne)-=S 为， 
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Hr ti) 一 一 一 一 


记 go=j*。 了 iS :S'S". 则 golS" !)CS"', 并 且 不 难看 出 g。 
保 径 地 同 伦 于 f15"…', 即 存在 从 f1S"! 到 go 的 同 伦 二 ,使 得 
Ho— Pi} =— HoP,t), YPES™ItEL. 


记 X=S"'XIUs' Xx{0}Cs' 是 上 半球 面 , 即 5; = {[,…， 


| 之 本 = Dizon 之 9)] , 则 X 是 5 XI 的 形变 收缩 入 
取 r :S$ XI>X 为 -~ 个 收缩 映射 .规定 G。: X 一 S" 为 
fCP), t=0, 
HPt), PES™!, 
记 太 .二 G。r: SXI>5", 并 规定 日 : S" XI>S" 为 

H_ (PD) -=—H, (PD), VPES EL. 
于 是 在 S% XI 和 5S" XI 的 交集 5S" !XI 上 ,已 -和 总 ,的 限制 都 是 
ZT,， 从 而 可 粘 接 万, 和 如 -得 到 同 伦 妨 : S?" XI 3 , 它 是 豆 。 的 扩 
张 ,并 且 厂 (P,0) 二 /A(P),YPES". 规定 g 为 g(P)=H(P,1)， 
YPES". 不 难 验证 &g 满足 引 理 的 要 求 。 上 
作 允 的 4 一 1 维 闭 链 


zol 二 > ez EnC1 EE 
Cor] 


它 在 :中 ,是 Z-:( 1) 的 生成 元 .规定 如 的 4 维 链 


一 Pr epeetl = (— Loa 
d= Doerreerer.eret 一 《一 ets 
< 


GP,D) 一 { 


d=— DP) eeeereperen, — (— 1)"tenee 
A 
则 二 ds 十 dz 的 意义 见 命题 8. 2 的 证 明 ) ,avd, 一 一 ad 一 
(一 Drz。 4, 并 且 4 二 (一 1)”'g(4d,) (8 是 命题 8. 2 中 规定 的 单纯 
映射 p: 呈 一 多 导出 的 链 同 态 ). 
引 理 3 如 果 允 的 4 维 链 c, 的 边缘 3c, 在 如 -! 中 , 则 存在 整 
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数 天 和 ?7 使 得 
ce» =— kd, + ld,. 

证 明 一 般 地 (由 全 的 构造 可 看 出 ) 存 在 全 :的 ”一 1 维 链 . 

co_i 和 .1 使 得 c==eliicn_t 十 exticr 4. 于 是 
Bs ci 十 ci 一 
因为 wc, 在 允 ,中 ,所 以 ac 一 3。 1 一 0, 即 cr-1 和 ci- 都 是 
中 的 w 一 1 维 闭 链 , 从 而 存在 整数 和 ,使 得 
co 一 (一 De co 一 (一 1D Mz, 


于 是 
< 一 

命题 8. 3 球面 的 保 径 映 射 的 映射 度 为 奇数 ， 

证 明 ”只 用 对 多 面体 | 将 | 的 保 径 映射 论证 . 

用 归纳 法 (对 作 归 纳 ) 证 明 . 要 证 两 个 部 分 : 

(1) 2 一 1 时 命题 成 立 ; 

(2) 当 命 题 对 = 一 1 成 立时 ,对 对 也 成 立 ， 

两 部 分 沦 证 的 方法 大 体 上 一 样 ,可 同时 进行 . 

设 了 :| 翌 | 一 1 衬 1 是 保 径 映 射 . 根据 引 理 2, 不 妨 假设 
FDC 叶 记 了 = |- 一 | 玉 -1|, 了 也 是 保 
径 映 射 ,用 引 理 1 的 方法 ,可 构造 f 的 单纯 对 近 y: ( 玉 )? 一 驴 ， 
使 得 yg 是 保 径 的 ， 并 且 容 易 验证 , y(( 中 C1 记 拓 一 
CF) CD) ,YiEZ. 

f° R=R° 
(这 里 8 : CC 一 C:(z) 是 命题 8.2 中 的 单纯 映射 p: 全 一 富 导 
出 的 链 同 态 ) ,并且 fC.( CCi( 富 ). 

由 于 3CF(dJ) 一 六 -ad 一 (一 DC 在 史 中， 

根据 引 理 3, 存 在 整数 和 4, 使 得 
fd) = bd, + ld,, 
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从 dd 与 的 关系 式 员 一 (一 1)"tig,Cd,), 有 
六 Cd) 一 (一 DG) 
— (— DngGd, 十 1 
— hd’, + ld,. 
于 是 六 (zc 一 乒 (d) 十 天 (从 ) 一 ( 才 十 Dxs， 而 zz。 是 HH,(P) 一 
Zo 如 ) 的 生成 元 ,从 而 得 出 deg (六 一 十 4 
《1) 的 证 明 当 n=1 时 ，f :| 三 | 一 1 对 1 保 径 、 并 且 
7BD) CIB|; 而 宫 = {etiyer!i. 设 fle?')==et, 则 (er7') 二 
ep. 
对 五 (di) 一 hd, 十 td’ 两 边 用 人 作用 
dfd)) = 一 bd 十 ad = -0 ad, 
而 di 产 ei 1 一 el 1! ,从 而 
MFA = Pad = er ~ et — eddi, 
于 是 一 /=e, 一 下 二 1, 推 出 deg(7) 二 6 十! 是 奇数 . 
(2) 的 证 明 
fen 一 (一 TD 34) = (— 1)" 9,(f(d,)) 
= (~— D" a,Cd, + td) 
—— DR) 4d, = ~ Dr, 
zol 是 及 1 (二 Zi1 (B71) 的 生成 元 ， 7。 (= 一 
-1(z。 1) ,因此 deg (7) 一 k 一 t. 由 归纳 假设 知 ,一 ! 是 奇数 ,从 而 
deg( 门 一 上 十 ! 也 是 奇数 ， 下 


2.2 Borsuk-Ulam 定理 


Borsuk-Ulam 定理 是 利用 保 径 映 射 不 零 伦 的 性 质 得 出 的 一 个 
著名 定理 , 它 有 许多 应 用 和 推广 . 
定理 8. 3(Borsuk-Ulam 定理 ) 设 了 :5"->E' 是 连续 映射 ， 
则 S" 上 至 少 有 一 对 对 径 点 被 了 映 到 同一 点 . 
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证 明 否则 ,YzES ,foz) 天 太一 7) .规定 g :SS 为 


zy 一 大 一 加 
nT TF fa’ VES 


则 g( 一 z)== 一 g(x),Yx€E5". 记 i :S"'>5" 是 包含 映射 , 则 
“gg : 5">S" 是 保 径 映 射 ,并 且 i。g 不 满 ,从 而 i。g 零 伦 .与 命 
题 8. 3 相 矛 盾 ， | 

推论 若 4,…,4, 是 S 上 的 = 个 闭 集 ,每 一 个 不 包含 一 对 


径 点 , 则 SAN] 4 至 少食 一 对 对 径 点 . 


证 明 规定 连续 观 射 了: 5"~E” 为 

~ flr)= (d(x,AD, dlr,A)), YTES'. 
由 定理 8. 3 知道 ,存在 一 对 对 径 点 zx 与 一 +, 使 得 f(x) 一 了 (一 zx)， 
即 Yi€EZ,d(x,A;) 一 4d( 一 x,A1). 但 是 ,x 与 一 z 不 能 都 在 4, 中 ,于 
是 dlz,AD)=d( 一 x,4.)>0, 即 zx, 一 z 都 不 在 4A: 中 (YiE2Z),; 因 


此 它们 包含 在 SVUA 中 1 


推论 中 的 条 件 “4,,…,4, 是 5" 上 的 闭 集 ”可 减弱 为 “4,,…， 
4, 是 8 上 的 闭 集 或 开 集 ”在 证 明 中 定义 了 时 , 当 4; 是 开 集 时 ， 
就 用 zz,4:) 代 替 原 来 的 d(x,A;) 就 可 . 

推论 的 另 一 种 形式 是 

Lusternik-Schnirelmann 定理 若 5S" 被 (十 1) 个 闭 集 4， 
…',4,r 斯 覆盖 , 则 至 少 有 一 个 4; 包含 一 对 对 径 点 . 

由 上 面 的 讨论 ,定理 中 关于 4,,…,A,+1 的 条 件 也 可 减弱 为 
中 有 个 为 闭 集 或 开 集 . 

定理 8. 3 的 另 一 个 有 趣 的 应 用 就 是 所 谓 三 明治 定理 , 它 的 直 
观 含 义 是 ;由 两 片面 包 夹 一 块 火腿 做 成 的 一 份 三 明治 总 可 切 一 刀 ， 
把 每 片面 包 和 火腿 都 等 分 为 两 半 , 下 面 用 数学 语言 写 出 这 个 定理 . 

定理 $. 4( 三 明治 定理 ) 设 素 中 有 三 个 可 测 体 积 的 子 集 4 ， 
A: 和 4:, 则 有 平面 把 每 个 4; 都 分 成 体积 相等 的 两 部 分 . 
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图 8-4 nm 一 2 时 三 明治 定理 的 证明 

证 明 在 E\E’ 中 任 取 一 点 P,YzES3 ,过 己 作 三 维 超 平面 
E 直 于 0( 记 作 Cz) ,如 图 8-4) ,将 E' 分 为 两 个 半空 间 ,把 DX 所 
指 的 那 一 个 记 作 如 (x), 另 一 半空 间 记 作 EL (x), 则 五 (一 +) 一 
E! (x), 把 到 (x) 站 4; 的 体积 记 作 v(z) ,规定 /1 6->E 为 

fz) = COT V(r) 07), Yr ES’, 

则 了 连续 . 根据 定理 8.3, 存 在 zo, 使 得 fz) 一 f( 一 zo0), 即 v(xo) 
一 2 (一 zoG 一 1,2,3), 从 而 下 (za) 门 4 与 配 (zm) 人 4 有 相同 
的 体积 . 记 r。 是 <(zo) 与 Es 的 相交 平面 , 则 mm 等 分 4 (i 一 1,2， 
3)， 1 

三 明治 定理 可 推广 到 任何 自然 数 的 情形 ;中 任何 4 个 可 
测 子 集 41,4,,… ,4, 可 同时 被 某 个 n 一 1 维 超 平面 等 分 . 

习 

1. 设 f ;5 一 5" 连续 ,并 且 YzE5",f(z) 关 f (一 x). 证 明 
deg( 站 是 奇数 . 

2， 设 久 是 可 神 分 空间 ,f : 5S" 一 X 连续 ,并 且 满 足 fx) 一 
(一 x) ,YrES". 证 明了 ,CH,(S"))C2H,(X), 特别 当 n 是 偶数 
时 .CH.(S")) =0. 

(对 一 个 交换 群 G, 把 由 & r>ng 得 到 的 G 的 自 同 态 记 帮 多 , 则 
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此 


规定 nG 一 Img. 它 也 就 是 G 中 全 体能 被 x 除 的 元 素 构成 的 子 
群 ,) 

3. 设 厂 :S"-~S" 连续, 并 且 满 足 f(x) 一 /( 一 +) ,YTES", 则 
deg( 力 是 偶数 . 

4. 苦 了 :SS 连续, 并且 f( 一 +) 关 一 f(z),YzE5", 则 
deg( 放 是 偶数 . 

5. 车; S"-S" 是 保 径 映 射 , 则 mn. 


$3 ”Lefschetz 不 动 点 定理 


Lefschetz 不 动 点 定理 是 关于 可 着 分 空间 自 映射 的 不 动 点 存 
在 性 的 判别 定理 ,Brouwer 不 动 点 定理 可 看 作 它 的 一 种 特殊 情形 . 
我 们 用 实 系数 同调 群 来 叙述 并 证 明 Lefschetz 定理 人 . 
设 天 是 复 形 , 有 wm 个 9 维 单 形 .天 的 以 实数 域 忍 为 系数 群 的 
9 维 链 群 C,(K;R) 是 RR 上 的 a 维 线性 空间 ,边缘 同 态 
ay : CKSR) -> C, (KR) 
是 线性 映射 .于 是 Z,(K;R) 和 B,CK;RR) 也 都 是 有 限 维 线性 空 
,从 而 态 ,(K;R) 也 是 线性 空间 ,并 且 
dim (HK;R)) = dim(Z,CK;R)) — dim(B,(K;R)). 
单纯 映射 p: 玉 王 上 诱导 出 从 CCK;R) 到 CCL;R) 的 映射 
{fg :CAKIR) CLR)lg € Z), 
中 每 个 多 都 是 线性 映射 . 可 规定 重 分 链 映射 
{Wh :CKSR) 一 CCKEOiR)1q E Z), 
7 也 都 是 线性 映射 .于 是 连续 映射 了 : | 天 | 一 代 | 诱 导线 性 映射 
fo: HAKSR)— HLSR). 
设 妃 是 =” 维 实 线性 空间 ,9 : 太 >H 是 线性 映射 . 任 取石 的 
一 个 基 {etyee，…e)}, 则 有 = 阶 方 阵 4, 使 得 


可 总 


图 许多 书 中 用 有 理 系数 同调 群 . 
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(Ple) Plea) ser Pes)) 一 《eye ye 人， 
4 的 迹 数 ( 主 对 角 线 上 元 素 之 和 ?与 基 的 选择 是 无 关 的 ,由 9 所 决 
定 , 称 为 p 的 迹 数 , 记 作 tr(9) . 
定义 8.1 设 久 是 可 前 分 空间 ,f/: X-~X 是 连续 映射 ,规定 
子 的 Lefschetz 数 工 (六 为 


Hm 


LO = DC rf ). 


0 


定理 8. 5(Lefschetz 不 动 点 定理 ) 设 X 是 可 训 分 空间 ,三 : 
X-~> 交 是 连续 映射 如 果 工 (六 和 0, 则 了 有 不 动 点 . 

证 明 这 个 定理 之 前 , 先 证 两 个 引 理 . 

引 理 1( 迹 数 可 加 性 定理 ) 设 丈 是 有 限 维 实 线性 空间 ,2 : 五 
一 吾 是 线性 映射 ,H, 是 五 的 线性 子 空间 ,满足 gCHD)CH. 记 
:万 /HoH/Hs 是 9 诱导 的 线性 映射 ,jp 一 pf: Ho 及 。, 则 

tr(P) = tr() 十 tr (WD. 

证 明 记 j: 右 =H/Ho 为 投射 . 取 瑟 的 基 {a ,ez,… ,er) ,使 
得 te 时 是 Ho 的 基 . 记 4=j(640), 则 {局 是 旬 N4T。 
的 基 . 设 4 是 9 在 {a，…,e} 下 的 方 阵 , 则 A 有 下 面 的 分 块 形式 

有 区 ?|， 
0 A 
其 中 4 是 ! 阶 方 阵 , 它 是 负 在 {e，…e} 下 的 矩阵 ;4; 则 恰 为 多 
在 {a,…,& -下 的 矩阵 . 由 迹 数 定义 得 结论 ， 二 

引 理 2(Hopf 迹 数 引 理 ) 设 天 是 复 形 ，!( 疡 :CCK;R) 一 

C,(KK;R)1g€ 2Z) 是 链 映射 , 则 


dk 


sk 
DD Dir) = DO Datrefy). 


(fo :HelK sR) 一 Hs(K3R) 是 {fs} 诱 导 的 同调 群 线性 映射 ). 
证 明 记 扩 :2K;R)>ZA(KIR) 和 和 fr BK RB(K; 
R) 都 是 /的 限制 , 则 有 交换 图 表 : 
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OB (KIR) CZ (KIR)>H(K;R)>0 
OB (KIR) CZ (KR)>H, (KR}>0 
OZ (KS;R) CrC (KR B,CK;R)>0 


| ， 了 
OZ CK;R) CC(KSR)>B, (Ks;R)>0 
用 引 理 1, 得 到 

rf) = + ), YqeZ, 

Df Tt ), VaEZ. 
两 式 相 加 ,得 到 

tO) = tf + ), Yaez,. 

记 有 =dimK, 则 tr( 记 )=0, 又 tr(f) 二 0, 于 是 


DD Drf)= BD Drtrlfso) 


十 tr( 疡 十 (一 DrtrCP 
= Dy). 1 

定理 8.5 的 证 明 我 们 证 明定 理 的 逆 否 命题 , 即 如 时 /没有 
不 动 点 , 则 工 ( 放 =0. 

规定 p : XE' 为 p(z) 一 d(x,f(x)). 因 为 X 紧 致 ,p 有 界 ， 
且 在 某 点 ze 达到 最 小 值 5. 因为 六 没有 不 动 点 ,6 二 dzxosf (xo)) 
> 盖 0, 取 怠 的 剖 分 玉 , 使 得 Mesh(K) < 56/2. 不妨 设 X=|K|. 取 r 
使 /有 单纯 通 近 9 : 天 -> 天 . 则 YzE | 天 1， dm ,fT)) < 
8/2 ,从 而 d(x,Kzx)) > 8/2 .特别 地 对 KK 中 的 任 一 顶点 6， 
d{b,b)) = db > 0/2. 
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对 天 的 每 全 9 维 单 形 取 好 定向 ,得 到 C,(K;R) 的 一 个 基 {s,， 
5 设 训 一 鼻 ， 闪 CCKRiR) 一 Ci 天; 六 ), 它 在 该 基 下 有 方 
阵 4=(a), 则 就 是 如 Cs) 在 * 上 所 取 的 值 . 根据 定义 ,VD (rc 是 
5 分 割 ?成 的 许多 定向 单 形 之 和 , 记 gp Cs) = 5, 则 所 (5,) 一 
my(0,) . 对 每 全 wy 它 的 任 一 顶点 bEs ,因而 w2) 不 是 s 的 顶点 
(否则 4(65,9(6)) < 委 8/2) .于 是 Ca) 考 5,. 这 说 明 铝 (s,) 在 s; 上 取 
值 为 0, 从 而 a 二 0， 


tr(§) 一 Da =0, YgE€EZ. 
{fo} 是 由 链 上 映射 {5} 诱导 的 ,根据 引 理 2， 


im 


iax 
LD Df) = Dt)=0 1 
er 


Per 


例 如 时 页 (XRD 之 人 ?一 则 对 任何 连续 映射 
， 0，9 天 0， 


一 ,上 (让 一 tr(f.o) 二 1, 因 此 总 有 不 动 点 .如 D"、P? 以 及 任 
何 可 缩 的 多 而 体 都 符合 要 求 - 


习 题 
1， 证明 工 (四 是 同 伦 不 变量 , 即 当 fg 时 ,LC 人 =L(g). 
2. 设 玉 的 Euler 示 性 数 XC(K) 取 0, 证 明基 f 二 id ; |K|-> 


IK|, 则 了 有 不 动 点 . 
3。 证明 射 影 平面 到 自身 的 任何 连续 映射 都 有 不 动 点 . 
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附录 A 关于 群 的 补充 知识 


我 们 假设 读者 已 具备 群 的 初步 知识 ,包括 群 , 同 态 , 同 构 , 子 
群 , 止 规 子 群 , 商 群 ,元 素 的 阶 ,交换 群 (或 称 Abel 群 ) 等 概念 ,以 及 
循环 礁 , 自 由 循环 群 等 具体 例子 . 

本 附录 介绍 本 书 中 要 用 到 的 关于 群 的 一 些 知识 . 主要 是 有 限 
生成 交换 群 的 直 和 分 解 定理 和 秩 , 以 及 群 的 交换 化 . 交换 群 中 的 运 
算 称 作 加 法 ,用 “一 "表示 ,单位 元 记 作 0, 相 应 地 把 平凡 群 称 作 零 
群 , 平 几 同 态 称 作 零 同 态 ,都 记 作 0. 


1， 自 由 交换 群 与 有 限 生 成 交换 群 


定义 A.1 交换 群 F 称 为 自由 交换 群 ,如 果 有 子 集 4CR, 使 
得 YzE 可 唯一 表示 或 4 中 有 限 个 元 素 的 整 系数 线性 组 合 : 
z= Dp a €E AnELZ. 
称 4 为 下 的 一 个 基 . 
如 果 自 由 交换 群 玉 有 一 个 基 4 只 包含 有 限 全 元 素 , 则 称 忆 是 
有 限 基 自由 交换 群 . 


设 4 是 自由 交换 群 的 基 , 碳 是 一 交换 群 , 则 从 4 到 互 的 
任 一 对 应 0: 4 已 可 按 下 式 唯一 决定 同 态 p: F> 肛 ， 


| Sana) = >)mb(a). 
称 p 是 8 的 线性 扩张 . 
定义 A.2 如 果 交 换 群 已 有 一 有 限 子 集 
A= {a sar), 
使 得 鼠 的 每 个 元 素 x 可 表 成 
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的 形式 , 则 称 召 是 有 限 生 成 交换 群 , 称 4 是 它们 的 一 个 生成 元 
组 . 

命题 A. 1 交换 群 如 是 有 限 生 成 的 < 一 > 所 足 -个 有 限 基 
自由 交换 群 的 商洛 . 

证 明 -一 = 设 j: F->H 是 满 同 态 ,其 中 下 是 有 限 基 自由 
群 . 设 {f1 ,所 ,…,J,} 是 下 的 基 , 则 显然 ij( 刻 ),…,j(r)! 是 僻 的 
生成 元 组 . 

一 一， 取石 的 生成 元 组 {a1,ai,…,ar}. 构 作 玉 为 

F= {Cn ) |n, €E Z}, 

则 在 商量 加 法 下 是 有 限 基 自 由 交换 群 . 规定 对 应 ; : FF 一刀 为 


jos 二 DD, . 则 j 是 满 同 态 。 1 


推论 ”有限 生成 交换 群 的 商 群 也 是 有 限 生成 的 ， | 

根据 本 书 的 需要 ,从 现在 起 ,我 们 只 讨论 有 限 生成 的 交换 群 . 

设 互 是 有 限 生成 交换 群 ,hE 五 称 为 有 限 阶 的 ,如 果 存 在 ~E 
N ,使 得 rh 二 0. 记 Tw 是 召 的 全 部 有 限 阶 元 素 构成 的 集合 , 则 Ta 
是 五 的 子 群 , 称 为 H 的 挽 子 群 . 

设 Ho。 是 也 的 子 群 ,规定 

CCH :一 {h 蕊 及 | 存在 r E N, 使 得 rh € Ho}. 
它 是 召 的 一 个 子 群 .特别 地 ,CCTa) 三 C(0) 一 Te 

命题 A.2 (1) 已 /CCHE。) 无 有 限 阶 非 0 元 素 ; 

《2) CCH6)/H 的 每 个 元 素 都 是 有 限 阶 的 . 

证 明 (1) 设 hEH, 使 得 它 代表 的 商 群 元 素 (h)E H/ 
CCHo) 是 有 限 阶 的 , 则 有 7EN, 使 得 rth) 一 0, 即 hECCH6). 由 定 
义 , 存 在 rEN, 使 得 xr' (rh)E 天, 于 是 hEC(H),《h)=0. 

(2) 由 CCH,) 的 定义 直接 得 出 。 1 

推论 H/T 无 有 限 阶 非 0 元 素 、 上 
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引 理 设 ,ro，…,r, 都 是 整数 ,它们 的 最 大 公约 数 (m ra， 
一 上 则 存在 4EGZICZ) ,使 得 


al*l_ lo 
六 0 
这 里 GIs(Z) 是 全 体 以 整数 为 元 素 ,行列 式 等 于 1 的 4 阶 方 阵 的 集 
全 
合 . 


证 明 对 有 # 作 归纳 .二 1 显然. 
设 对 = 一 1 已 证 . (rr 一 1. 记 > 一 (rr 则 存在 整 
数 s 和:, 使 得 sm 十 tr 二 r. 作 AiEGL2C(Z) 为 


1 0 
A'= 
0 
则 
nL 六 
4 r= | |. 
ra 了 
六 0 


由 于 (rrozor) 一 (人 mv 一 1 根据 归纳 假设 , 存 
在 BEGI4 ,(Z), 使 得 


ri 1 
0 

B = | .|. 
The 日 
r 0 
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$A-| 2B 0 | 4, 则 4 为 所 求 。 上 


0 .0 1 

定理 A.1 没有 有 限 阶 非 0 元 素 的 有 限 生成 交换 群 是 自由 
群 . 

证 明 设 互 是 有 限 生成 交换 群 , 它 没有 有 限 阶 非 0 元素 . 假 
设 五 的 生成 元 组 包含 元 素 个 数 的 最 小 值 为 ,并 且 ;a1 04，… an) 
是 一 个 生成 元 组 . 用 反 证 法 说 明 {ai,az,…,a,} 自 由 生成 政 . 否则 ， 
有 不 全 为 0 的 整数 ,rs，-…,r ,使 得 riai 十 rsazs 十 … 十 rwa, 一 0. 由 
于 五 没有 有 限 阶 非 0 元 素 , 不 妨 可 设 最 大 公约 数 (7 ,rs,… 57,) 二 
1. 由 引 悍 ,存在 4EGZ(Z) ,使 得 


| lo 
令 ( 人 一 (ayasya)4 1', 则 (6) 也 是 琶 的 生成 元 组 ， 
并 且 
1 


i 


0 
B= 6 | 一 


re 


0 
i 


一 (a1s42,."" 0,) 


= Dra, = 0. 
rn 人 


于 是 {b,…, 甸 } 也 是 五 的 生成 元 组 , 它 只 有 = 一 1 个 元 素 . 与 假设 
矛盾 、 | 

推论 设 HH。 是 有 限 生成 交换 群 五 的 子 群 , 则 万/CCH,。) 是 
自由 交换 群 . 特别 地 , 吾 /Ti 是 自由 交换 群 ， | 
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2， 直 和 


交换 群 的 直 和 就 是 普通 群 的 直 积 概念. 两 个 交换 群 H, 和 归 ， 

的 直 和 是 一 个 交换 群 , 记 作 五 ,角形 ,, 其 集合 为 
{Ch ho) |h € Hsi — 1,2). 
加 法 由 
人 十 (可 ,如 ) 二 (有 十 且 ,hs 十 届 》 

规定 . 

任意 有 限 个 交换 群 的 直 和 可 类 似 地 规定 . 

设 互 有 一 组 子 群 Hi,H,，…, 开 ,使 得 VAE H 可 唯一 地 表示 


为 和 一 EH 如 国 1L(= 昌 1@… 人 ,之 H. (等 易 验 


十， (hhs…… 一 > 给 出 四 到 下 的 同 绝 ). 在 这 种 情 
况 , 称 如 是 0 的 内 直 和 (经 党 能 单 地 称 为 二 和 ). 记 
作 且 一 四 HH, 称 1 是 下 的 直 和 因子 (也 称 作 直 加 项 )- 

设 玉 是 有 限 基 自 由 父 换 群 . 刻 ,f,,…,f.} 是 它 的 基 , 记 必 /) 
是 六 生 成 的 自由 循环 奏 , 州 

， 一 你 
F=OM ZB" BL=Z. 

命题 A.3 设 万 ,HH; 是 遇 的 于 群 ,Hi 二 HH(BYAEH,， 
有 表示 式 及 = 有 十 ha ,hE 日,) ,并且 NH,==0, 则 H= HB1. 

证 明 只 须 证 明 对 hE 五 ,表示 式 有 二 有 十 有 (hh,& 昌 ,) 是 唯一 
的 .着 男 有 有 = 训 十 司 , 训 所 本 ,, 则 和 一 如 十 一 禹 二 0; 因 而 各 一 
二 及 一 及 EI 由 Hs=0, 从 而 各 一 可 二 如一 有 一 0. 即 色 一 和 ,hh 一 
| 

命题 A.4 设 j: 太 >F 是 满 同 态 ,并 且 F 是 自由 交换 群 , 则 
妖 宇 Kerj 中 RF. (Kerj 二 "1(0), 称 为 j 的 核 . 》 
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证 明 取 A4 是 下 的 一 个 基 . 规 定 对 应 9: 4 一 吾 , 使 得 YaE 
4A,j(9(a))==a. 由 8 线性 扩张 得 到 同 态 q: 一 妨 , 它 满足 j* 9 一 
id : FF. 从 而 9 是 单 同 态 . YAE H, 记 天 一 PC (RD)) ,hi 二 hh 一 hh. 
则 EKerj,hsE Img 如 果 hEKerj 门 Img, 则 有 /EF, 使 得 ¥( 了 ) 
二 有 ,于 是 hg(j*。 9 有 )) 一 9(j()) =0. 由 命题 A.3， 

刀 = Kerj 申 Imyg 人 兰 Kerr 四 FF | 
推论 设 妃 是 有 限 生成 交换 群 吾 的 子 群 , 则 
妃 兰 CCG OD (H/CH)), 
特别 地 . 
HTy@ (H/Tr).. 1 


3， 有 限 生成 交换 群 的 秩 


设 吾 是 交换 拼 , 记 豆 * 是 所 有 从 五 到 县 (看 作 加 法 群 ) 的 群 同 
态 的 集合 ,在 女 " 中 规定 加 法 运算 和 数 乘 运算 如 下 ， 

Yf,g€EH' , 则 f+g&€ 太 " ,规定 为 

FO +ta), YE 

YfEH' ,rER, 则 rfEH' ,规定 为 

OR) 一 -YE 万. 
不 难 验 证 ,在 这 两 种 运算 下 瓦 "为 实 线性 空间 . 

设 gp: Hi>Hi 是 同 态 , 则 YAEH?,f。pE Hi. 规定 9: 
Hi 为 9' (有 =f gyYfE Hi .不 难 验 证 9' 是 线性 映射 . 容 
易 看 出 ,(g。9)' 一 六。2 ;若是 同 构 , 则 9 也 是 同 构 . 

例如 ,Z" 二 RC 维 实 线性 空间 ); 设 8 为 有 理 数 加 群 ,0* 二 R; 
车 昌 的 每 个 元 素 都 是 有 限 阶 的 , 则 五 " 二 0( 习 题 6). 

命题 A.5 (1) (MO@H)' EH! XHi; 

《2) 车 五 ,是 敢 的 子 群 ,并 且 玉 /Ho 的 每 个 元 素 都 是 有 限 阶 
的 , 则 Hi 兰 豆 ” 

证 明 (1) 规定 $f: H? XHi> HIBH2)' 如 下 :YCf,f:) 
EH XHi, 信 EAIECNDBH) 为 
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EF fsha) = fm) + falhs), YChish) EH, DH,, 
则 5 是 线性 映射 . 若 5(,f2)=0, 则 YE H， 
F(R) = ff) 0) = 0, 
因此 万 =0. 同 理 六 =0, 从 而 (及 , 廊 ) 一 0, 这 说 明志 是 单 的 . 设 gE 
(CHI@BH2) ,由 用 (h)=g(h1,0) 规 定 有 EH?, 自 fi(hi) 一 g(0， 
js) 规定 EH2 , 则 5(f,,f.)==g. 从 而 5 是 满 的 .于 是 $ 是 同 构 . 
(2) 记 i: Ho~*H 是 包含 映射 . 下面 证 六: 五" 一 五 ; 是 同 
构 . 


若 记 (四 =0, 即 YhoEHos,f(h,) 一 0. 由 HH/H 的 元 素 是 有 限 
阶 的 , 知 CCH。O)== 互 ， 即 YhE HH， 存 在 rEN， 使 得 rhEH,. 于 
是 rf() 王 fCrh) 一 0, 从 而 fC4) 一 0. 由 的 任意 性 得 出 f=0. 证 
明了 i* 是 单 的 

设 g€E HOI.YAEH, 令 =min{rENI|rhE Hs)} ,规定 了 :日 


一 六 为 TCD = 二 str .如果 丙 E Fs 则 7, 从 而 了 ( 扩 ) 


| 


二 g(ri . 由 此 事实 不 难 验证 AE 五 '. 显然 六 (7 一 & 让 是 满 


的 | 

定义 A.3 当 囊 是 有 限 生成 交换 群 时 , 称 线性 空间 H' 的 维 
数 为 交换 群 H 的 铁 , 记 作 rank 五 . 

于 是 rankZ 一 1, 从 而 根据 命题 A. 5(1), 当 FF 是 有 限 基 自 由 交 
换 群 ,并 和 且 一 个 基 含 个 元 素 时 ,rankF 一” 由 此 可 见 有 限 基 自由 
交换 群 的 每 个 基 含 有 相同 个 数 元 素 . 

对 于 一 般 有 限 生成 交换 群 互 , 因 为 H 衬 Tn 外 CH/TA) ,所 以 
用 命题 A. 5 中 的 (DD,H' Th XCH/TW)' 一 (H/Th)* ,rankH 
二 rank(H/Tw) 是 有 限 数 . 

我 们 要 指出 ,许多 文献 中 对 所 有 交换 群 都 规定 秩 , 并 且 定 义 方 
式 与 这 里 不 同 ,但 对 于 有 限 生 成 交换 群 , 意 义 和 本 书 中 是 一 致 的 
定理 A.2 设 束 ,是 有 限 生成 交换 群 囊 的 子 群 , 则 
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rankH = rankHo + rank CH/H). 

证 明 因为 吾 衬 C(OHJ)BCH/C(H6)), 所 以 用 命题 A. 5(1) 
rankH = rank(C(H)) + rank (H/CCHO). 
HoCCCH6), 且 CCH。o)/Ho 的 元 素 是 有 限 阶 的 ,从 而 根据 命题 
A.5(2),rank 《CCHo)) 二 rankHo. 剩 下 只 用 证 明 rank (H/Ho) = 

rank (H/C(H)). 
根据 代数 学 中 的 定理 ， 
H/C(UHY) ES (本 /BAGCCEODAE， 
而 且 太 /CCH6) 是 自由 交换 群 , 于 是 
H/H, CHVH, H/CHY), 
rank(H/HoO) = rank (H/C(H)). | 


4， 有 限 生成 交换 群 的 直 和 分 解 


设 天 是 秩 为 ”的 自由 交换 群 . 中 元 素 工 称 为 可 除 的 ,如 果 
存在 自然 数 r>>1, 和 ziE 下 ,使 得 xz 二 rzi. 
取 定 下 的 基 (yo,…s34)， 设 < 一 Dry, 则 z 不 可 除 


二 > 的 最 大 公约 数 (risras 7 一 1 

当 xz 是 菏 个 基 的 成 员 时 ,不 妨 设 {z,y6.……,3) 是 慧 , 则 zx 的 从 
标 为 (1,0,…,0), 这 组 坐标 的 最 大 公 因子 为 1, 故 z 不 可 除 .友之 ， 
若 < 不 可 除 ,不 妨 设 对 子 基 {y) ,有 工 二 Dry Grisrese 16) = 


1. 则 由 前 面 的 引 理 , 存 在 4 E GZLS(Z), 使 得 


六 1 
7 0 
4| |=| .|， 
rs 0 


则 {is} 于 和 94 ;9n)A- 也 是 基 ,zx 二 zx. 我 们 证 明了 
命题 A.6 x 不 可 除 < 一 >z 是 某 个 基 的 一 个 成 员 。 二 
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命题 A.7 VYzEF, 存 在 唯一 自然 数 + 和 不 可 除 元 素 x,，, 使 得 
< 称 ; 为 < 的 高 度 , 为 的 底 . 
证 明 ” 任 取 基 {y ,yn), 设 二 = Drs Cass), 


XI 二 2 地 六 则 zi 不 可 除 , 且 二 rz 
若 另 有 zx 一 rv 如 ,其 中 也 是 自然 数 ,zi 不 可 除 , 记 x! 一 
于 是 Green) 一 


Pr =r ) zr 一 0 因此 zz =x 1 上 

定理 A.3 设 FF 是 秩 为 x 的 自由 交换 群 ,F。 是 的 于 群 ; 则 
FF, 也 是 有 限 基 自 由 交换 群 ,其 秩 s<<n; 并 且 存 在 的 基 {z1,…， 
zr) ,使 得 ft，…, 和 hz) 是 Fs 的 基 , 其 中 如 EN, 且 &|kiriGi==1， 
一) 

证 明 对 王 的 秩 * 作 归 纳 证 明 . ”一 0 时 结论 显然 成 立 . 

设 对 秩 为 n 一 1 时 结论 成 立 . 考虑 秩 为 ”的 情形 . 设 Po 的 非 零 
元 中 ,在 正中 高 度 最 小 并 设 如 是 a 的 高 度 . 设 。 的 底 为 ,并 
设 {zuzay…za} 为 己 的 基 . 记 4 是 zi 生成 的 自由 循环 群 , 严 是 

{zz4" sz,} 生 成 的 自由 群 , 则 二 4BF'. 记 4,=Fo 站 4( 它 是 a 生 
成 的 自由 循环 群 ),F, 一 Fo F'. 下面 验 证 F。 二 4sDF4. 显然 4 站 


一 0.V5E Pos 设 6 = nz .车 如 lr1, 则 存在 1EZ， 合 得 0< 
放 二 克之.612E Ps 其 高 朗 一 0 十 统 1ras… sro) <<ki, 蔬 盾 , 说 
明 训 |r. 于 是 5 一 他 4++ 六 -= hie € 4, Dr em 由 
命题 A.3,Fo 一 4 Br. 


因为 Fr 是 秩 为 4 一 1 的 自由 交换 群 ,所 以 对 已 ,Re 可 用 归纳 


假设 , 取 { 忆 ,wz} 是 扩 的 基 , 使 得 {hz ，… ,xs} 是 Fs 的 基 , 并 
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于是, {zisz…, 避 } 是 忆 的 基 , {zi， 
oxy } 是 Fe 的 基 . 刹 下 只 用 证 |. Fs 中 元 素 zi 十 kro 
的 高 度 王 ( 胡 ,及 ) 全 总 ， 按 约定 它 不 比如 小， 从 而 Ch, &2) 一 二， 
kL | 到 2 1 

定理 A. 4( 有 限 生成 交换 群 基本 定理 ) ”有限 生成 交换 群 鼠 
可 分 解 为 

旷 宇 Fi 如, 四-… 四 Z， 上 为 自然 数 ,Bti|& 
(=1, ,51), 

其 中 FF, 是 秩 为 rank 的 自由 交换 群 ;&,k2,… ,由 瑟 确定 , 称 
为 五 的 挠 系数 . 

证 明 根据 命题 A. 1, 存 在 有 限 基 自 由 交换 群 R 和 满 同 态 
j :下 广电, 记 Fo 一 Kerj. 根据 定理 A.3, 存 在 下 的 基 {zivzz，…， 
za} ,使 得 {zshz) 是 Fo 的 基 , 并 且 包 +i 如 (i 一 1,…,s 一 1, 注 
意 太 的 大 小 次 序 的 改变 ) ,于 是 HF/Fo 衬 FBZ 外 …@BZi ,其 
中 下 是 自由 群 ,其 秩 等 于 rank 瓦 . 剩 下 只 用 证 态 ,…, 的 确定 
性 . 

设 五 的 找 于 群 为 , 则 卫 守 Zi 命 … 旬 二 . 设 互 还 有 另 一 分 解 
式 吕 全局 人 2 四 四 2 ,bi 二, 则 了 T 守 Zi 四 … 外 Zr,. 总 可 假设 
s 二 s' ,否则 在 短 的 一 方 后 面 加 上 几 个 Z, 一 0. 下 面 用 反 证 法 证 明 :#& 
一 友 Gi 一 1,…,s). 否则 ,有 ,使 得 如 关 如 ,面包 一 如 ,i<r 时 ,不妨 
设 如 < 如 ,考虑 有 限 群 &T 的 阶 (所 含 元 素 个 数 ). 一 方面 和 &T 洋 
态 Z 四 …GDeZu ,其 阶 为 


， 区 
H (一 I Cb) 
另 一 方面 47 全 有 24 人 GZv ，, 阶 等 于 
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并 刀 - 
"> ,所 以 两 个 结果 不 相等 ， ，， 
因为 < 关 > 1 所 以 两 个 结果 不 相等 ,天 质 ， 1 


s， 群 的 自由 乘积 ,自由 群 


从 现在 起 ,我 们 转向 - - 般 群 (不 必 是 交换 群 ). 

定义 A.4 设 {G,14€ 4} 是 一 族群 ,规定 它们 的 自由 乘积 
闪避 是 一 个 群 ,作为 集合 

总 = {zazoa| 之 0,z, 是 某 个 Gi 中 的 非 单位 元 ， 

工 与 fi+l 不 在 同一 G 中 )， 
其 中 x 一 0 的 元 素 只 有 一 个 , 记 作 1; 乘 法 规定 如 下 : 设 ziz2…z, 和 
yiyz**…*ym 是 巫 个 元 素 , 如 果 ;<( 时 xs 与 属于 同一 个 G, 且 
xn 一 1 而.c -与 %， 不 再 有 此 性 质 , 则 它们 的 乘积 为 : 
CZhramT 《ya yn) 
加 人 yn， 车 二 -oyiri 在 同一 Gi 中 ; 
ez yy 否则 . 

乘法 的 结合 律 的 验证 较 繁琐 ,这 里 省 略 了 . 按照 定义 ,每 个 G 
可 自然 看 作 六 的 子 群 . 

命题 A.8 设 万 是 一 群 ,YAEA, 有 同 态 六 : Gi 一 末 , 则 存在 
唯一 同 态 三: 六 如 ,使 得 f1G= ,YAE A. 

证 明 上 在 每 个 G, 上 已 有 定义 , 于 是 可 规定 

Fr) = fT) f(r). 

不 难 验证 它 保持 运算 ， 上 

有 限 多 个 群 G,,…,G, 的 自由 乘积 也 可 记 作 Gx Gx *… x* G,， 
但 其 中 G 的 顺序 是 不 重要 的 . 

本 书 中 只 涉及 到 有 限 自 由 乘积 . 

记忆 :Gi 一 党 G 是 包含 映射 , 取 定 和 E 4, 作 同 态 娘 :Ci 一 
Gi 为 :着 2 关 入 , 则 ff 是 平凡 的 ,f= id. 用 命题 A.8, 得 到 同 态 
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PB G1 Gs 使 得 Ba 一 过 ,9 “喜平 几 ,YA 闫 为 

定义 A.5 群 G 称 为 自由 群 ,如 果 有 子 集 4CG, 使 得 YzEG 
可 唯一 地 表示 成 如 下 形式 

= aa a € A Aa 
(i 二 1,2,…,n) 是 非 零 整数 ， 

称 4 是 G 的 一 个 自由 生成 元 组 . 

当 避 是 自由 群 时 ,YzEG 都 不 是 有 限 阶 的 .因此 它 生成 的 子 
群 tz) 是 自由 循环 群 . 比较 自由 群 与 自由 乘积 的 定义 ,不 难看 出 

命题 A.9 如 果 G 是 自由 群 ,4 是 自由 生成 元 组 , 则 

| 


6， 用 母 元 和 关系 表示 一 个 群 


拓扑 学 中 ,常用 母 元 和 关系 来 表现 一 个 群 , 在 许多 场合 ,这 种 
方法 有 几何 直观 性 ,应 用 起 来 方便 而 自然 ， 

设 叉 是 一 个 非 空 集合 ,.YzEX, 可 构造 一 个 自由 循环 群 ZCz) 
如 下 : Z(z)= (lnEZ) ,乘法 为 zx"=z"t" 

规定 自由 群 

F(X) ZT), 

则 CF(CX), 并 旭 是 F(X) 的 一 个 自由 生成 元 组 . 称 (X) 是 由 
所 生成 的 自由 群 . 

设 R 是 F(X) 的 一 组 元 素 ,[Rj 是 由 RR 生成 的 (CX) 的 正规 子 
群 ( 即 包含 R 的 最 小 正规 子 群 ), 引 进 记号 

{XiR} =F(X) /LRJ, 

它 是 F(X) 的 -一 个 商 群 . 

设 G 是 一 个 群 ,x 是 G 的 一 个 生成 元 组 .于 是 自由 群 F(X) 的 
每 个 元 素 冲 … 克 (ziEX) 自 然 地 决定 G 中 有 同一 形式 的 元 素 ,由 
此 规定 了 从 F(X) 到 G 的 一 个 满 同 态 .因此 G 可 看 作 FCX) 的 一 
个 商 群 , 记 上 述 同 态 的 核 为 NN, 则 GACX)/N. 如 果 F(X) 的 一 个 
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元 素 组 R 生成 的 正规 子 群 就 是 N, 则 G= {X;R}. 把 X 与 R 一 起 
称 为 G 的 一 个 表示 ,它们 分 别称 为 这 个 表示 的 母 元 组 和 关系 组 . 
当 X 与 尺 都 是 有 限 集 合 时 ,就 称 X 与 R 为 G 的 一 个 有 限 表示 、 
如 果 六 是 G 的 自由 生成 元 组 , 则 G=F(X) ,于 是 
G = {X12}, 


或 简单 写成 G={X}. 

下 面 再 给 出 两 个 简单 的 例子 . 

若 G 是 以 a 和 5 为 基 的 自由 交换 群 , 则 

G= {absaba ‘bp 1!)}, 
设 工 是 x 阶 循环 群 Z, 的 生成 元 , 则 
和 一 (上 

用 母 元 和 关系 来 看 群 的 自由 乘积 ,有 很 简单 的 表达 形式 . 当 两 
个 群 都 用 母 元 和 关系 来 表示 时 , 则 它们 的 自由 乘积 的 一 个 表示 可 
用 以 下 方式 得 到 :把 两 个 群 的 母 元 组 作 无 交 并 ,两 个 群 的 关系 组 也 
作 无 交 并 ,分 别 得 到 自由 乘积 的 表示 中 的 母 元 组 和 关系 组 .以 上 结 
果 的 论证 这 里 略 去 了 . 


7， 群 的 交换 化 


设 如 为 群 ,Ya,pEG, 记 
[a,8l = a biab, 
称 作 a 与 5 的 换 位 子 , 容易 看 出 ,ab 一 ba 寺 =>[a,8] 二 1. 记 
G' = {x € Glz 是 有 限 个 换 位 子 的 乘积 }， 
则 容易 看 出 G' 是 G 的 子 群 , 称 为 G 的 换 位 子 群 .G' 还 是 G 的 一 个 
正规 子 群 . 因为 如 果 zEG',yE G, 则 
yz 一 [yz EO, 

记忆 =G/G', 不 难 验证 ,人 是 一 个 交换 群 , 称 为 G 的 交换 化 . 

命题 A. 10 设 f :GG; 是 一 个 同 态 , 记 G; 是 G, 的 换 位 子 
群 , 访 : GG 是 投射 G 一 1,2), 则 A(G!1)CGi, 并 且 存在 同 态 六: 
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总 一 全 ,使 得 右边 的 图 表 交 换 ， 
证 明 因为 G 由 Gi 的 全 体 换 位 
子 生成 ,而 对 每 个 换 位 子 -a, 妃 ,由 于 6 2 6G 
(asB]) 一 [fCa), 了 C5)]E Gt， 所 以 
了 (GD CG 于 是 训 。f 了 (Gi)=0, 从 而 六 
它 诱导 了 :GCG,， 使 右面 图 表 可 交 外 
换 ， | 
当 Gs 是 交换 群 时 ,人 = G. 于 是 上 面 的 图 表 变 为 下 边 的 图 表 ， 
并 有 GiCKerf. 


le 
1 


现在 假设 上: G, 一 Gz 是 满 同 态 . 记 Go 一 Kerf ,六 :Gi 一 G 是 
投射 设 7 如 ,GG/j1(Go) 是 投射 , 则 1。 记 (Go 一 0, 从 而 诱导 出 
同 态 2 G: 一 各/ 广 (Gu) ,使 得 5。 太一 7 。 关 或 者 说 有 下 面 的 交换 
图 表 . 在 这 些 规定 下 ,有 以 下 命题. 


各 一 一 一 一 一 蕊 /PhG) 
命 原 A. 11 Kerz 一 G:, 从 而 人 大 GyGo- 
证 明 因为 名 /Pi(Go) 是 交换 群 ,所 以 G:CKerl. 只 须 再 证 
KerlCG. 


Yg: EKerl, 取 gy€f (gs). 于 是 j。 六 (8 一 和 78 一 
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Z(g82) 一 0, 从 而 廊 (8D)E 六 GOD, 即 存在 gocGo, 使 得 廊 (go) 一 
ng). 于 是 jlgg5) 一 OrIEG 则 本 一 FeE5DEG 1 
推论 若 /: GG, 是 满 同 态 , Kerf==G。. 设 六 :全 一 全 是 

了 诱导 的 同 态 ( 命 题 A. 10)， 则 


和 Ker 了 == 广 (G), 其 中 记 :G1 一色 是 
, ”投射 


加 证 明 根据 命题 A. 11, 有 同 构 
请 + G/N(Go) 一 6, 使 得 ho。1= js， 
见 左面 图 表 . 于 是 

(ho oo jef, 

即 hA。j: 信 一 就 是 诱导 的 向 态 了 . 从 而 Ker 二 一 

Re OTIC0) = 0) = Kerj= 有 (G0). |] 

命题 A. 12 GxG, 人 CPC,. 

证 明 记 志 :GrGi* Gs 是 包含 映射 A 一 1,2: 记 史 :Ge G: 
一 G, 是 满足 9。i1 一 计 ,p。 坟 平凡 的 同 春 . 则 有 加 :Gi XG 
和 2 : 避 一 GixG,, 使 得 如。 一 i :名 一 6( 习 题 10). 根 据 习题 
4( 或 习题 11) ,GE 区 全 全 的 Ker 如 ,只 用 再 证 明 Ker 名 全 人. 


GC) 


+ 负 


GG CG 
/ 


Ge 
| 
太一 


根据 命题 A, 11 的 推论 ,我 们 可 得 Ker pb = j. (Kerp) 一 
《[Gs])([Gs] 为 G * Gs 中 由 Gs 生成 的 正规 于 群 ,习题 9 说 明了 
[G2:] = Kerg). 而 j. (Gs) = j. (G1) = Yo (Gs) = Im?,. ?se 
与 让 一 样 ,是 单 同 态 , 从 而 Im ?之 6 1 

用 归纳 法 可 把 命题 A, 12 推广 到 有 限 自 由 乘积 的 情形 ， 
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一 咏 
例如 G 是 自由 群 , 基 4 中 有 ?= 个 元 素 , 则 G 关 Z* …*Z. 于 是 下 是 
n 维 自由 交换 群 . 下 面 两 个 例子 的 结果 在 第 四 章 用 到 . 
例 1 设 G 是 自由 群 ,{a1,…,aw} 是 一 个 基 . 6 一 afai'*…as, Go 
是 5 生成 的 正规 子 群 . 求 G1G, 的 交换 化 


记 j :GG/Go 的 投射 , 则 有 满 同 态 7 : 避 一 C7. 根据 命题 


A. 11 的 推论 ， Ker 了 = jo(G6), 从 而 G7Go 衬 CG/jc (Go)， 根 据 命题 
A,12,C 是 秩 为 mw 的 自由 交换 群 ,并 且 若 记 写 ==jclai) , 则 (a, 


van) 是 如 的 基 ; 而 jelGo) 是 je 人 有 = 2( Da) 生成 的 自由 循环 


群 . 记 避 二 了 8, 则 (20,18,) 也 是 如 的 基 , 并 且 jo(Go) 是 0， 


个 
生成 的 子 群 ,于 是 CCo 衬 2 侠 … 全 ZB 2 

例 2 设 G 是 自由 群 ,{a: ,B10n,b,) 为 其 .c=[essb]'… 
Fe. 加], 记 Gu 是 < 生成 的 正规 子 群 ,计算 GE 

做 法 同 例 1. 但 现在 Gu<sG' ,因此 jo(Go)=0. 于 是 


Bu 


OEETZO%DBZ. 
习 是 
1， 设 己 是 自由 交换 群 , 互 , 和 五。 都 是 交换 群 , 又 设 7 : H, 一 
已 : 是 满 同 态 ，f,: F> 太 ,是 同 态 ， 则 存在 同 态 f: F->H,， 使 
得 j。 /二 =f- 
2. 证 明 两 个 有 限 生成 交换 群 的 直 和 也 是 有 限 生 成 的 . 
3. 设 F~ 访 DF, 其 中 FF, 入, 都 是 自由 交换 群 ,分 别 以 4 
和 A 为 基 , 则 下 也 是 自由 交换 群 ,以 41X{0}U{0} X4 为 基 . 
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4， 设 已 ; 和 瑟 : 都 是 交换 群 , 六 : 如 ,一 吾 , 和 gg: 右 ,>Hi 是 

同 态 ,满足 了 。g 一 id. 则 
= Img @ Kerf. 

任 一 非 空 自由 交换 群 有 直 和 因子 是 有 限 基 自 由 交换 群 . 
车 五 的 每 个 元 素 都 是 有 限 阶 的 , 则 H* =0. 
车 pg: HH; 是 满 同 态 , 则 天 是 单 的 
有 限 生 成 交换 群 的 子 群 也 是 有 限 生成 的 . 
设 :Gx*Gs*Gi 满足 史 * 王 = 这 ,和 。 衬 平凡 , 则 及 er 狗 
是 Gux Gs 中 由 Gs 生成 的 正规 子 群 . 

10. 荐 有 :GGs,fi! Gs>Gs. 证 明 


EA 
11. 若 G。 是 G 的 子 群 ,并 有 同 态 ?: GG。 使 得 9。i 一 id, 则 
CG=Im ;四 Ker 9. 


吕 
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附录 B Van-Kampen 定理 


假设 X, ,X* 是 拓扑 空间 六 的 两 个 子 空间 ,交集 ,二 X, 门 X。 
oii =1,2. 2 
X 
{0 Ga) |aE rm (Xo, ro)} 
在 以 上 的 约定 和 记号 下 ,Van-Kampen 定理 可 表述 为 ， 


非 窄 . 记 评 : Xo>Xi(1 一 1,2) 和 六 : 
大 一 XC=0,1,2) 都 是 包含 映射 , 则 AAA 
或 者 说 有 右 图 所 示 的 交换 图 表 ， Xo 
下 证 mm 在 自由 末了 。 小、 A 
三 CKiyzo)x Ty(Xzsyzo) 中 ,由 子 集 Xs 
所 生成 的 正规 子 群 记 作 G, 并 规定 
A =mX ,0) % mK, x0)/G, 

Van-Kampen 定理 ”如果 Xi 和 XX 构成 义 的 开 窗 盖 , 并 且 X 

和 X。 道路 连通, 则 


mi(X ro) SE 

证 明 由 第 二 章 8 5 的 习题 5 知道 ,从 XX 和 ,道路 连通 推出 
X! 和 XX, 也 道路 连通 . 

由 简 夸 2): xz 一 (Xp) (一 1,2) 决 定 同 态 % 
(Xiyzo) xf(Xayro) 一 fl(Xzo)( 见 第 四 章 85 习 题 1). 于 是 ， 
YaEm(X,,zo), 有 

RD Cee = Gr) Oi)e(ar!) 
= Go)s(e) (a) = 1, 
从 而 GCKerp,m 诱导 出 一 个 同 态 : 
,Pr rN) 
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下 面 验证 ”是 同 构 , 以 完成 定理 的 证 明 . 

9 是 满 同 态 ”只 须 证 明 g 是 满 同 态 ,¥ 《a) Em (X,xo) ,由 于 
X, 和 X 构成 六 的 开 覆 盖 , 对 于 道路 4, 可取 到 足够 大 的 自然 数 
ns 使 得 当 将 1 二 [0,1] 等 分 为 # 个 区 间 了 ,1,… ,了 时 ,a 把 每 个 


映 入 或 Xs 中 . 对 每 个 分 寡 点 和 人 二 12.4 一 上， 当 


引信)E Xi 二 01 或 2 时 , 取 基 中 从 书 到 a[ 全 | 的 过 路 ww, 记 


wo 二 wa = en(zo 处 的 点 道路 ). 记 a4 是 a11s 决定 的 道路 , 它 是 XX 
或 和 中 的 道路 . 当 它 在 X; 中 时 , 取 7, 二 《twws_iarwr YY E mi(Xe， 
xzo)( 如 果 既 在 Xi 中 ,又 在 X, 中 ,任意 取 定 1 为 1 或 2), 记 7 一 
Ys €E mK ro) KX, To) s 则 - 


R= lenarwr Wa sas) 


= gard) = a), 
即 (a) EImg. 由 (4) 的 任意 性 推 得 是 满 同 态 . 

9 是 单 同 态 ”这 部 分 证 明 较 复杂 , 先 作 一 些 技术 准备 . 对 X， 
或 X, 中 在 zo 处 的 闭路 w, 我 们 来 规定 < 中 的 一 个 元 素 [x],x 在 
X=1 或 2) 中 ， 它 代表 了 x,(Xi,zo) 的 元 素 (u),， 将 其 看 作 
(Xi yzro) x 《Xzsze) 中 的 元 素 , 就 汰 定 了 中 的 一 个 元 素 ,也 就 
是 (zj 的 G 障 集 ,问题 是 当 z 在 X。 中 时 , 它 同时 可 从 XX 和 X 两 
个 途径 决定 中 元 素 , 即 人? 的 G 陪 集 和 (w), 的 G 陪 集 .然而 ,车 
记 (w)s 是 zx 代表 的 zr,(X。,zo) 中 的 元 素 , 则 

Cu = (iDa(u)o), 1=1,2, 
CO = GDA CD) EG, 
从 而 tw)1,《w): 属于 同一 个 @G 路 集 , 因此 a 总 是 唯一 决定 中 的 
一 个 元 素 ,将 它 记 作 [zx]. 不 难看 出 

0) 若 wuvas 都 是 z 处 闭路 , 且 wws 在 和 或 X 中, 则 [Liawz] 
一 [oo][Lze]. 

(i) 若 xp 都 是 ze 处 闭路 ,并 且 在 部 或 和 中 zw, 则 fo] 
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=[v]. 

现在 来 证 8 是 单 的 ， 设 wEx, 使 pw) 一 1， 要 证 w=1, w 
是 mw (X10) x 《Xs,z0) 的 一 个 上 G 陪 集 , 设 它 含 元 素 (41), 《2234 
ka); 其 中 Ca Em (X42z0o) ,4 一 1 或 2(h 一 1,…,n). 于 是 
w=[ar Eos Co.]. 

i 了 下 一 1 天 " 

构 作 x 处 闭路 a, 使 得 el1, 一 | 二 二 ,各 决定 的 和 路 就 是 

4vh 一 1,…,2, 则 a 代表 的 x.(X ,zo) 中 的 元 素 
a) = (aa an) = Ha Da) = Fw) = 1, 
从 而 有 a 到 ,的 定 端 同 伦 五 :IX1->X. 

取 能 被 * 整除 的 足够 大 的 正 。 ， 
整数 m, 使 得 了 X7 等 分 成 的 za: 个 " ~ 
小 正方 形 的 每 一 块 被 及 映 入 X， 
或 Xs 记 4s 一 | 去, 在 ] ,jh=0， 
…, 功 , 把 在 线 股 妨 -1An 和 
41An 上 的 限制 造 路 分 虽 记 作 。 ~ 
zn 和 wa( 见 右 图 ). 当 右 (An) E€ Xii = 二 0,1 或 2) 时 , 取 X, 中 从 过， 
到 右 (4,) 的 道路 wx 如果 鼠 C4io = zo, 则 记 w= em)， 

规定 中 元 素 


A = [ros_1 4m 
ph = [we vw. 
则 加 二 pom 一 pm 一 1 并 且 


haiten = Ley et or Jb sv 


| 
= [mo 14 van] 
= pnd 
于 是 
Nl = hy sp 
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记 孙 一 和 ohat jos 人 一 0 1 , 则 YE 二 0,…,m 一 1, 有 
= hh 
一 potatoap 一 We, 
于 是 六 三 加 一 na 一 1 
记 > 一 到 , 则 
Qa 个 Urktl olrh+2 0 tr os 
[Las] = hnti odst2 or "Ne -1 0. 
于 是 加 =[ayjtasj…[awj==w. 从 而 w=1. 
定理 证 毕 ， 1 
定理 的 条 件 中 ,大 遭 路 连通 可 以 去 掉 , 因 为 当 X 不 道路 连通 
时 ,只 用 把 它 换 成 X。 所 在 的 道路 分 支 .… 
下 面 用 母 元 和 关系 的 语言 来 表述 Van-Kampen 定理 . 
设 拓扑 空间 X 分 解 为 开 集 X; 与 X 之 并 ， 使 得 交集 X, 一 
Xi 门 X, 非 空 并 且 道 路 连通 . 取 定 基点 zeE Xo. 设 基本 群 x,(X. ,zo》 
有 表示 {4,,R,}, 其 中 4; 是 母 元 组 , R, 为 关系 组 , i=0,1,2. 记 
五: XX。>X, 是 包含 映射 ,i 一 1,2. 规定 4， | |4, 上 的 关系 组 
Re {CO Ue) |a€ de) 
Van-Kampen 定理 ”在 上 面 的 记号 和 约定 下 ,mi(X,zo) 有 表 
示 {4 142 有 RURs |]R}. 
〈 山 是 无 交 并 的 记号 ). 
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附录 C 链 同 伦 及 其 应 用 


本 附录 先 从 纯 代 数 的 角度 回顾 第 六 、 七 章 中 提 到 的 链 复 形 和 
链 映 射 的 概念 ,然后 提出 链 同 伦 概念 ,并 用 来 解决 第 七 章 中 的 两 个 
问题 . 


1， 链 复 形 、 链 映射 和 链 同 伦 


定义 C. 1 链 复 形 是 由 交换 群 序列 {C,ig€Z} 和 满足 条 件 
3,-1° 3。 一 0(YqE2) 的 同 态 序列 (3,: Cs 一 Co-119E€ 2Z} 构 成 的 代 
数组 合体 ， 记 作 C 一 {Cs;3,1gE2). 称 Cs 是 C 的 4 维 链 若 , 称 3。 
是 C 的 4 维 边缘 同 态 . 

称 Ze(C) 一 Ker 3, 为 C 的 g 维 闭 链 敬 ,B,(C): 一 Im 3 是 C 
的 g 维 边 缚 链 铭 .从 3。。3,1, 一 0 容易 推出 B,CC)C2,4C)， 称 
HH,(C):=2,(C)/B,(C) 为 C 的 4 维 同调 群 . 

定义 C.2 设 C 和 C' 是 两 个 链 复 形 , 同 态 序 询 8 一 { 负 :Co 一 
ClgE2} 如 果 与 边缘 同 态 交 换 , 即 YgEZ, 图 表 

及 


GC, Ce 
Fs Pu 
C, Cl 


到 
可 交换 , 则 称 8 是 C 到 C' 的 一 个 链 映射 , 记 作 p: C-~C 

当 8 :CC' 是 链 映 射 时 , (Zo CCZ,(CD),， (B,CC)) 
CB,(C'), 从 而 p 诱 导出 同调 关 同 态 9.,: H,(C)>H,(C')， 

如 果 g: Cx~C'，#:，C'>C' 都 是 链 映 射 , 则 Y 9 一 { 如 -| 
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gEZ} 是 从 C 到 C" 的 链 映射 ,并且 
(同一 Pop， VIEZ. 
设 C 和 C' 是 两 个 链 复 形 ,D 一 {D。: Co”Cs,19€2} 是 一 系列 
同 态 (不 必 与 边缘 同 态 交换 ). 由 DD 可 规定 链 上 映射 p= {gp? :Ce 
CsigEZ) 如 下 ( 见 下 面 图 表 ) :YeEZ， 
9? = D, 1° 9 + ds ° D,, 
则 
9 9? ~ peed, 
= 39"D, 9,— dD,.3,=0, 
Cc.， 即 g? 与 边缘 同 态 是 可 交换 的 ,因此 
确 为 链 映射 . 


2 四 Vlz)EHAC), 则 
C90) = (gets)) 
加 = (3° D(z)) = 0. 
De 因此 Ya, 8g?,=0. 
2 定义 C.3 设 C 和 C 是 两 个 链 


映射 ,多 是 C 到 C 的 两 个 链 映射， 
如 果 存 在 同 态 序列 D={D, : C, 一 G1) ,使 得 路 一 $ 一 9, 则 称 与 


多 链 同 伦 , 记 作 gop. 称 也 为 队 g 到 的 一 个 链 伦 移 . 
显然 , 当 YY 时 ,Po 一 gwVeEZ. 


2， 堆 调 承 载 子 
复 形 天 称 为 墨 调 的 ,如 果 


H,(K) 实 


Ce 


2Z, gq=0, 
0， 9 天 0. 
定义 C. 4 设 KK, 工 都 是 复 形 ,K 到 工 的 一 个 堆 调 承载 子 是 
一 个 映射 , 它 把 KK 的 每 个 单 形 ; 映 为 工 的 子 复 形 $(s) ,并 且 满 足 
(1) 当 E< 时 ,GCC 
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(2) Ys，&(s) 是 零 调 的 . 

如 果 9: CC(K)>C(I) 是 链 映 射 ,是 K 到 工 的 零 调 承 载 子 ， 
满足 YsE TK) ,gy(s)E CAECs)) (s 是 s 相应 的 单 形 ) ,就 说 < 承 
载 p 

链 映射 wp: CCK) 一 CCL) 称 为 正常 的 ,如 果 名 不 改变 0 维 链 
的 指数 ,好 YcECo(K)， 

dc)) = de). 

由 单纯 映射 诱导 的 链 映 射 和 重 分 链 映 射 都 是 正常 的 . 

定理 C. 1 如 果 两 个 正常 链 映射 p,y : CCK) 一 C(L) 都 被 同 
~… 零 调 承 载 子 所 承载 , 则 gy, 从 而 9. 一 .osY gE 2Z. 

证 明 ”归纳 地 规定 p 到 风 的 链 伦 移 马 的 各 维 同 态 DD 

YaEK', 因 为 py 都 是 正常 的 ,所 以 dgola) 一 pCa)) 二 0, 并 
且 加 (a) 一 pla)ECol&(a)). 因 此 是 人 la) 的 0 维 边缘 链 , 于 是 ,可 
规定 Da) ECi(&(a)), 使 得 31CDoba)) 二 胃 (2) 一 (a). 得 到 对 应 
Du : K*>C1(L) ,然后 线性 扩张 得 同 态 D。: Co(K) 一 CCZ) ,使 得 

a°D, = %. 

假定 对 0p<<g 已 构造 D。: Co(K) 一 Co+i( 了 ) ,使 得 

91 Ds +t Died ob p=0,%,9—1 
《DD-… 看 作 零 同 态 ) ,并 且 ,YsET,(K)， 
DG) € Celtels)). 
YsETe(CKR), 则 内 Cs) ,Rs) 都 在 CC&(5)) 中 . 由 零 调 承 载 子 的 
条 件 (1) 推 出 DD,-,《346)) 也 在 Csl$Cs)) 中 ,并 且 
dbs) 一 Hs) 一 D1(3,(s))) 
= 8)) — B05)) — 93° Dok dls)) 
— Ds° 39105)) 一 0， 
因此 如 (9) 一 gy(5) 一 D， 109(5)) E26(8(5)). 由 于 2) 是 零 调 的 ， 
败 () 一 多 G) 一 Po (asCs)) 也 是 边缘 链 于 是 我 们 可 规定 D,(s) € 
Ces)) ,使 得 
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atCDoG))》 = 5) 一 多 CD) 一 Da 19ds)). 
这 样 ,我 们 规定 了 对 应 De :Te(K) 一 Cori(Z)， 满 足 
D,(s) € CosG))， 
并 且 它 的 线性 扩张 D : Co(K) 一 Cee1(L) 满 足 
3 Ds 十 De 一 徊 一 名 

归纳 定义 完成 ， | 

作为 定理 的 应 用 ,我 们 来 解决 第 七 章 中 遇 到 的 两 个 问题 . 

定理 C.2 如 果 p,y :天 一 志 都 是 连续 映射 了 : | 用 | 一 | 工 | 的 
单纯 通 近 , 则 p=$.。: H,(K)>H,(L) ,VagEZ. 

证 明 仍 用 9 乡 记 它们 所 诱导 的 链 映射 ,它们 都 是 正常 的 .只 
须 证 明 它们 有 公共 的 零 调 承 载 子 , Ys€E 必 ,对 s 的 任 一 内 点 +, 有 

Ws) = HCarxrz) < Carrf (zx), 
pls) = plCarrr) < Carrf (zx). 

此 gks) 和 yls) 是 工 中 同一 个 单 形 的 面 . 令 SGs) 是 工 中 以 95)， 
y(5) 为 面 的 维 数 最 小 的 单 形 的 闭 包 复 形 , 则 是 pg 和 的 公共 的 
零 调 承载 子 ， 4 

定理 6.3 设 r:CCOKG) 一 CCK) 是 标准 链 上 映射 ,9 : C(K) 一 
CCK) 是 重 分 链 映 射 ， 则 3?.。。 r,s=id :HK™)>H,(K®)， 
YeEZ. 

证 明 x 和 7 都 是 正常 的 ,因此 3。x 也 是 正常 的 ,只 颁 证 明 
它 与 CCK9 ) 的 恒 同 链 映射 有 公共 的 零 调 承载 子 . 

YaEK9, 设 ;是 5 的 首 硕 点 , 则 S4CCls) 是 K" 的 零 调 于 复 
形 (因为 它 是 单纯 馆 ). 规定 f(z) 一 Sd《Cls). 不 难看 出 是 零 调 承 
载 子 ,并 且 显 然 承 载 了 3。zx 和 恒 同 链 映射 ， 二 
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习题 解答 与 提示 


说 明 ”拓扑 学 的 习题 多 数 为 证 明 题 . 许多 题 有 多 种 论证 方法 . 
本 题解 只 给 出 一 种 (或 少数 几 种 ) 较 篇 捷 的 或 思路 清楚 自然 的 方 
法 . 主要 是 介绍 思路 ,有 的 只 写 出 提示 ,有 的 虽 大 略 地 写 了 论证 步 
又, 许多 细节 要 读者 自己 去 完成 . 


§1 


1. 共有 4 个 拓扑 , 凡 含 有 XX 与 好 的 子 集 族 都 是 X 上 的 拓扑 . 
2. (1) 是 ; (2) 不 是 , 须 添加 子 集 {zx); 
(3) 不 是 , 须 添加 子 集 {x},{y},{z}). 


6. A= ([zsin 4) |: € ojUtoplye[-LDh 


7. A=[0,+%). 

8， 只 用 证 (B[zx。,el)* 是 开 集 .VYxE€ 《BLzo,e]), 则 d(x,zxo) 
>e, 于 是 BCz,d(z,zxo) 一)CCBLzo,e]) ,从 而 z 是 (B[zose]》 
的 内 点 ， 

反例 把 Z 看 作 忆 的 度量 子 空间 , 则 互 (0,1) 一 BC0,1) 一 
{0), 而 B[0,1]={ 一 1,0,1}. 

9. 车 zEANB,U 是 z 的 任 一 开 邻 域 , 则 UNnmA 也 是 z 的 开 
邻 域 ,从 而 (WU 站 4) 由 B 关 2 (因为 zEB), 即 UN(ANB) 关 BZ. 于 
是 xzEATIB. 


10， 一 一 .用 等 式 B 一 四 (BN 4 ,以 及 BMA 也 是 X 
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中 闭 集 (命题 1. 6). 

11.， 披 定义 验证 ,注意 用 以 下 事实 : 聚 点 定义 中 的 “ 邻 域 " 可 改 
为 “ 开 邻 域 ", 

12，(1) 用 11 题 结果 ,得 已 在 4 中 的 导 集 BA 一 8 站 4， 

(2》 根据 命题 1. 4, 且 ,= 4NCaSNBJ4 对 其 中 CANBJ。 用 (1) 的 
结果 . 

(3》 分 别 验证 两 个 包含 关系 记忆 。 和 和 .CC 二 .验证 后 者 
时 用 到 (2) 的 结果 (得 出 了 是 外 中 开 集 ). 

13， 一 作 可 数 集 4= {zz, 关 7}), 则 A 是 工 的 一 个 开 
邻 域 . 由 于 zz,4e 含 {zx,} 的 几乎 所 有 项 , 即 结果 . 

15， 应 用 下 面 事实 可 使 验证 简便 ， 

妃 = {zlz 的 每 个 开 邻 域 与 4 都 有 交点 }). 

16， 用 15 题 的 结果 验证 . 若是 义 的 非 空 开 集 , 则 由 于 4 
在 XX 中 稠密 ,U 门 4 是 4 的 非 空 开 集 . 又 因为 B 是 4 的 稠密 子 集 ， 
用 15 题 ,得 到 


UNB= UNANBS. 
17. 用 15 题 的 结果 , 设 U 是 X 的 非 空 开 集 , 则 UNA 是 外 
的 非 空 开 集 ,从 而 
UNGNB) = UNANBAYG. 


§2 

1， 利 用 定理 1.1 的 (2). 

2， 一 一， 利用 命题 1.9 及 包含 映射 连续 . 

一 一 按 定理 1.1 的 (1) 的 结果 验证 了 连续 . 设 V 是 B 的 开 
集 , 则 存在 了 中 开 集 局 ,使 得 7 一 BC 一 二 :CD). 于 是 

FW = 0) = Ge DD), 

因为 i*。 /连续 ,(i。 让 -1(U) 是 外 的 开 集 . 

3. 即 要 证 f14 : 4 一 (4A) 是 同 胚 映射 , 它 和 它 的 逆 映 射 的 
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连续 性 都 可 用 上 题 结果 得 到 . 
4. Xz 到 X 的 一 个 同 胚 映射 了 可 规定 如 下 ， 
zz)》 = (ze ye 
X: 到 Xs 的 一 个 同 胚 映射 g 可 规定 如 下 ， 


并 > 
ECzyysz) = EF EF 
5， 根 据 命题 1. 8 的 (2), 只 要 证 VzEX, 存 在 z 的 一 个 邻 域 
UU ,使 得 f1U ; U>Y 连续 . 
取 xz 的 邻 域 口 ,使 得 它 只 与 名 中 有 限 个 成 员 Ci,C2,…,C. 相 


交 .于 是 U = (UN CD .由 /IC; 连续 ,得 到 /IUNC, 连续 .再 


用 粘 接 引 理 得 f|U 连续 . 

7. 若 4 是 和 的 可 数 稠密 子 集 . 由 第 1 题 的 (2)， 

FVIOF A = IX) 一 了 了. 

8， 连续 性 由 5/Cr 得 到 . 又 因为 = 天 rr, 所 以 不 是 同 胚 . 

9. 了 在 (一 2,0) 和 [1, 十 co) 上 的 限制 部 连 续 ,用 粘 接 引 理 得 
了 连续 ， 

广 : 不 连续 ,例如 (一 0,0) 是 EN\[0.1) 的 闭 集 ,但 

Ff- 00,0)) = f((— 00,0)) 一 (一 ce,0) 

不 是 天 的 闭 集 . 

10， 是 开 映 射 而 不 是 闭 映 射 的 例子 :包含 映射 了 (0,1) 一 
E'. 

是 闭 映 射 而 不 是 开 映射 的 例子 : > : E' 一 [一 1,1], 规 定 为 

1, zx>1, 
r(x) -| rz, |x| 所 1, 
—1, zx<—1, 

12， 先 验证 | f(x) 一 A/(x2) | 所 d(xi,zs). 再 用 定义 推出 了 连 
续 . 

车 rE A, 显 然 1(7)=0. 若 rE€E4, 即 xE 开 集 妨 , 则 有 >0， 
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使 得 B(x,e)CA, 队 而 f(x) 一 d(x,A)>e. 
13， 证 法 一 ”车 zx,yERR, 不 妨 设 zx<y 因为 71(f(x)) 是 合 
工 的 闭 集 , 由 的 定义 , 它 必 含 [x,o20), 从 而 含 y, 即 f(y)=f (zx). 
证 法 二 用 反 证 法 . 车 fCR) 中 有 两 个 不 同 点 a 和 5， 则 
广 :(a) 和 广 :G) 是 (及 ,rz) 中 的 两 个 不 相交 的 非 空 闭 集 ,但 (好 ,z) 中 
任何 两 个 非 空 间 集 必 相 交 . 


§3 


2. (1) 由 第 1 题 知 有 XE 是 包含 4XB 的 闭 集 , 从 而 4XB 
CAXE. 
直接 验证 包含 式 有 XBCAXB. 设 (zx,y)EAXB,W 是 (x， 
>) 的 邻 域 , 则 及,Y 中 的 开 集 U,V ,使 得 
(ry EU XVEW, 
则 WNCGAXBOUNAX TNB)AG. 


(2) 4 xX 训 是 包含 于 4XB 的 开 集 , 从 而 A XBBCCAX 
B)". 直接 验证 (4XB)"CAXB. 若 (x,y)E (4AXB)", 则 有 X,Y 
中 开 集 U,V ,使 得 (zt,y) EUXVCCAXB)", 从 而 zxEUCA,yE 
VCB. 于 是 x€ A,yEB ,lx EAXB. 

3. 设 W 是 XXX; 的 非 空 开 集 , 则 由 乘积 拓扑 的 定义 ,W 可 
表示 为 WW = 【UX 7。 ,其 中 U,V 分 别 是 X,,X, 的 非 空 开 集 ， 


Cg 


YaCuef. 于 是 及 W) = 出 UP) = 包 V. 分 别 是 XX 的 开 
ee 


< 
集 . 
4 要 证 站: X-F(X) 是 同 胚 , 一 一 人 性 明显 .用 定理 1. 3 得 
已 :XXXY 连 续 , 再 用 $2 习题 2 的 结果 推 得 已 : X 一 F(X) 连 
续 .FF ': F(X) 一 XX 是 jx :和 XXY-~X 的 限制 ,也 连续 . 
6. 设 名 = {(A; X42) 站 CD Xx Us)1U; 是 X, 的 开 集 } 
= {VX VslV; 是 4; 的 开 集 }， 
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所 以 多 既是 4 X A,( 作 为 XxX 的 子 空间 ) 的 子 空间 拓扑 的 拓 
扑 基 , 又 是 4,X 4, 的 乘积 掀 扑 的 拓扑 基 . 

7， 构 造 映射 万 : 了 一 EF 为 已 (z) 一 CFGz),gCz)) 由 定理 1.3 
知 下 连续 .下 分别 和 由 (x,y) 一 x 土 y, 《x1y) my 规定 的 斑 到 本 
的 连续 映射 复合 ,得 到 f 土 g,fg. 因此 f/ 土 g,fg 都 连续 ， 

9，[a,6)E 名 ,从 而 是 (R ,能 ) 的 开 集 . 又 因为 

[oa 人 六 一 (一 ceo) U [6, 十 co) 
一 We — na) U [8,6 + n)) 


Ba 
也 是 开 集 ,所 以 Le, 刀 是 闭 集 . 

16， 按 命题 1. 12 验证 . 记 * 是 X x Xi 的 弱 积 拓扑 , 则 多 己 
.车 Ui,U 分别 是 叉 ; 和 XX, 的 开 集 , 则 UxXUE 哆 ,从 而 7 的 每 
个 开 集 属于 锡 , 即 r 忆 瑟 . 


第 二 章 
§1 
2. 设 z 隆 y, 由 ,公理 ,不 妨 设 + 有 邻 域 Ui,y 久 U4. 记 下 一 


(六 , 则 下 是 不 含 z, 含 y 的 闭 集 . 由 Ts 公理 ,存在 z 与 的 不 
相交 邻 域 UU 与 了 ,它们 是 = 与 ? 的 不 相交 邻 域 . 

3. 设 4CX. 只 要 验证 (4'》 是 开 集 - 

YzE (4')', 则 xz 有 开 邻 域 U, 使 得 (UN{z) 人 4 二 Zi. 和 由 TT 
公理 知 ,CN(z} 是 开 集 ,从 而 RNz}C (4 六 于 是 VC(4 7 所 以 
工 是 (4 7 的 内 点 。 

4， 只 要 验证 (Fix 亡 " 是 开 集 . 

YzE (Fixf》, 则 f(z) 了 z+, 从 而 它们 有 不 相交 的 开 邻 域 U 与 
V. 作 到 = 了 -1UDNV, 则 下 是 x 的 开 邻 域 ,并 且 厂 守 (Fix 轧 "( 验 
证 略 ). 

5， 只 要 验证 (Gr) 是 开 集 . 
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VCryo)E(Gr), 则 Fzo 天 ,从 而 Frzo) 与 y 有 不 相交 的 
开 邻 堪 U 与 V, 则 广 '(U) XV 是 (zyo) 的 开 邻 域 ,并 且 容 易 验证 
和 IDXTYCCGA 

6. 设 z,y 是 XX 的 两 个 不 同 点 ,于 是 (x,y)E .而 从 是 开 
集 ,从 而 有 XX 的 开 集 与 V, 使 得 (x,y) EUXVCA ,于 是 U,V 
是 zy 的 开 邻 域 , 且 UNV 一 2. 

8， 设 X,Y 都 是 Hausdorff 空间 ,《zi.y0) 与 (za;3%) 是 XXY 
中 的 两 个 不 同 点 . 则 zi 关 zz 或 y 关 yz, 不 妨 设 石 沽 xz, 则 久 中 有 
Xi 与 7z 的 不 相交 的 开 邻 域 U0 与 V.U XY 与 YXY 就 是 (x1,y1) 与 
《zsyy) 的 不 相交 开 邻 域 . 

9. 设 吕 与 W 是 FF 与 x+ 的 不 和 交 开 邻 域 . 则 CW 由 T 公 
理 的 等 价 条 件 ,z 有 开 邻 域 V, 使 得 YCW. 于 是 U,V 是 F 和 zz 的 
开 邻 域 , UNV= 儿 . 

10. 设 Bi 与 8B 是 Y 的 两 个 不 相交 闭 集 ,A:=/71(B.) ,i 二 1， 
2. 则 4 ,4, 是 X 的 不 相交 闭 集 ,有 不 相交 开 邻 域 U1,U2. 作 本 ,= 
《A020) GG 二 1,2), 则 WW, 与 Ws 是 Y 的 两 个 开 集 ,并 且 
(1 BCW,.( 邑 B: 人 |f(U9D= 多 ,这 基因 为 1 (BD) 一 AC 
U..) 

C2)》 古 几 Wi== 名 . 《由 NU 二 儿 ,推出 UfUUs 二 XX. 因 为 f 
是 满 射 ,得 到 了 UD UACUD=Y, 即 Wi 几 W, 二 2.) 

12， 用 反 证 法 . 如 果 有 两 点 z 与 y 没 有 不 相交 的 邻 域 ,分 别 
取 工 与 > 的 可 数 令 域 基 {U,) 与 (V,} ,使 得 UU. 沪 U4,V 沪 Vi Yn 
EN. 那么 UV. 关 如 ,YnEN. 取 znEUfV。,YnEN, 得 到 序列 
{z}, 它 既 收敛 到 了 ,又 收 敏 到 y. 与 条 件 矛盾 . 

13. 可 乘 性 用 7; 公理 的 等 价 条 件 证 明 . 如 果 居 与 Y 痢 满足 
Ti 公理 ,(z，,y) EXXY,W 是 (x,y) 的 一 个 开 邻 域 , 则 存在 z 与 y 
的 开 邻 域 U 与 U, 使 得 UXUsCwW. 由 于 XX 与 Y 都 满足 T, 公 
理 , 存 在 = 与 》 的 开 邻 域 V, 与 了 ,使 得 忆 CUiG 一 1,2). 于 是 内 
XV 是 (z,y) 的 开 邻 域 ,并 且 
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ViXVi=V XV CU xU,CwW. 

遗传 性 可 直接 用 定义 验证 ( 略 ). 

45,， 若 X 是 可 分 度量 空间 , 则 X 满足 Cs 公理 . 由 14 题 知 它 
的 每 个 子 空间 也 满足 C; 公理 ,从 而 是 可 分 的 ， 

16， 本 题 要 说 明 ( 丸 , 多 ) 的 任何 拓扑 基 2 都 不 可 数 . 设 a€ 
R, 则 [4,a 十 1) 是 开 集 ,从 而 在 多 中 存在 成 员 UsaEUsCLava 十 
1)， 它 以 a 为 最 小 值 . 显然 a 去 5 时 ,0U 关 U6. 于 是 有 必 到 吧 的 单 
一 对 应 .五 不 可 数 ,% 也 不 可 数 . 

18. (2) 下 面 的 反例 说 明 不 满足 了; 公理 . 

S 是 闭 集 , 任 取 -一 个 有 理 数 a, 则 4&5. 

如 果 W 是 S$ 的 一 个 开 邻 域 , 则 由 拓扑 的 定义 知 ,W 在 E' 中 
也 是 开 集 , 从 而 是 EE' 的 秽 密 开 集 , 于 是 W 站 8 在 E' 中 也 稠密 ( 见 
第 一 章 81 习 题 17). 任 取 a 在 (R,r) 中 的 开 邻 域 U\A( 其 中 U 是 
El! 的 非 空 开 集 ,4CS), 则 

WN A)I WNONU. 

由 第 一 章 8 1 习题 第 15 题 知 VW 站 Q) 站 U 非 空 ,从 而 WN (UN\A) 
非 空 . 这 样 在 (R,r) 中 ,5 与 4 不 存在 不 相交 的 开 邻 域 . 


(3) YzER 取 Us = {xz}U 人 一 二 tjne) , 则 


,是 xz 的 一 个 可 数 邻 域 基 . 这 说 明 (R,r) 满 足 C 公理 . 

双 是 (R.r) 的 可 数 稠密 子 集 , 从 面 ( 妨 ,r) 是 可 分 的 . 

(4) 设 4CS. 因为 R\(S\A) 是 (R,r) 的 开 集 ， 所 以 就 有 
CRNSNM))mS=4 是 CS,rs) 的 开 集 . 这 说 明 5 的 每 个 子 集 都 是 
(5S ,rs) 的 开 集 ,从 而 (5 ,ts) 是 离散 拓扑 空间 . 

(5) 用 反 证 法 . 如 果 (R,r) 满 足 Cs 公理 , 则 (S ,rs) 也 满足 C， 
公理 ,从 而 应 是 可 分 的 ,与 (4? 了 矛盾 . 


§2 


1. 只 证 明 f(x) = nffr € Qilz € D,}. 
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根据 定义 , f(z) = inffrE Qjx € 0.), 而 fr € Qilr EU,} 
Cre QlzE DHTmintr € lr € VD,) < f). 

车 ED 满足 zED,, 则 @ 中 任 一 大 于 7 的 数 s, 都 有 xzEU,， 
因此 f(x)<&s, 由 Qi 在 [0,1] 上 秽 密 ,得 出 f(x)<<r. 于 是 又 有 不 等 
式 inf{r € Qilz € D,) > f(z). 

2. 把 权 看 作 EXE'X…XE', 记 

fz) = FD Pal) fr)), 

将 每 个 所 扩张 到 天 上 得 到 了 : XE'. 规 定 了 :XX 一 "为 
F 02) = CFD, Flr) se fz), 

则 了 是 /的 扩张 . 

3. 设 r: 一 DD 是 收缩 映射 ， 有 ri 一 这 : DD, 从 而 f 
=r i。f 4 下 映射 。 :A 可 扩张 为 :Xr( 上 题 
结果 ), 则 +。 了 是 f 的 扩张 

4， 设 了: A 一 S* 是 一 连续 映射 , 记 i : 5S"~E"t! 景 包含 陕 射 ， 


规定 + :ENMO}mS* 为 r(x) 一 了 有 ,将 i* f+ A>E"t 扩 张 
为 g: XE". 记 Ug-1(E"+NOD), 则 吕 是 4 的 开 邻 域 ,并 且 


roelgl)iU>S" 


是 了 的 扩张 . 
§3 
2. (1) 用 反 证 法 . 如 果 可 数 开 覆盖 {U.)} 没 有 有 限 子 覆 盖 , 取 


二 E RN Cr , 得 到 序列 {z,) 因为 区 列 紧 , 所 以 tx,} 有 收 敏 的 于 
序列 {zu}. 设 zzoyzoE Uw 但 当 n, 守 my 时 ,zx EU 所 以 局 只 
包含 {z,} 有 限 多 项 ,这 与 zo 矛盾 ， 

(2) 假设 罗 是 区 的 一 个 可 数 拓扑 基 . 若 是 区 的 一 个 开 


盖 , 作 吧 的 子 族 鹤 = 1BE 雪 | 有 包含 在 Gb 的 某 个 成 员 中 }. 则 
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演 是 苞 的 -- 个 可 数 开 覆盖 , 记 作 {B.). 对 每 个 , 取 UE ,使 
得 BCU,. 则 {U.} 是 2 的 可 数 子 绑 盖 - 

(3) 由 (1) 与 (2) 的 结果 得 到 . 

(4) 设 X 是 列 紧 度量 空间 .对 每 个 自然 数 #, 取 A, 为 XX 的 一 


个 有 限 汪 - 网 .由 台 4. 是 的 可 数 家 窗子 集 ,从 而 可 分 .根据 


命题 2.7,X 满足 C; 公理 . 
4. (1) 用 列 紧 性 证 明 .YzEN, 取 zxE4, 使 得 dz) 


> DC4) 一 十 , 由 于 (zuyu) 都 是 列 紧 集 4 的 序列 ,都 有 收敛 的 子 
序列 ， 不 妨 设 它们 本 身 都 收 化 ,并 分 别 收 全 到 4 中 的 ze 和 y。， 
则 d (zosy0) = DAD. 

用 紧 致 性 证 明 ， 用 定理 2. 7， 知 4X 有 A 也 紧 致 ， 由 /x,y) 
一 dr, 和 规定 了 4X4 上 的 连续 函数 人 ,7(C4X4) 是 部 的 紧 致 子 
集 , 达 到 最 大 信 D(A), 即 必 有 (x,y)€ AXA4, 使 得 f(x,y)= 
d(xz'y)=D(A). 

(2》 作 函 数 : A 一 为 f(y) 二 d(x，y)， 则 /连续 ， 从 而 
f(A) 紧 致 ,从 而 有 y,E 4, 使 得 (yo) 一 /C4) 的 最 大 值 d(x ,A). 

《3) 作 连 续 函 数 有: AE' 为 /(z) 一 d(z,B). (4) 紧 致 ,从 
而 存在 zo, 使得 了 zo) 是 C4) 的 最 大 值 4(4,B). 但 又 因为 ro 己 
B,f(zo) 一 d(z,B)>0, 所 以 d(A,B)>0. 

s. 用 反 证 法 . 如 果 X 的 无 穷 子 集 4 没有 聚 点 , 则 YzEX, 有 
开 邻 域 U0., 使 得 (UA)N{z} 一 2. 于 是 XX 的 开 覆 盖 {U|zEX} 
没有 有 限 子 覆盖 ,从 而 X 不 紧 致 

6.， 首先, 单 点 集 总 是 紧 致 的 ,从 而 X 满足 T; 公理 , 设 慰 的 一 
个 序列 (x.} 收 合 到 a,5za, 则 X\{6} 是 包含 a 的 开 集 , 它 必定 包含 
了 {xz.} 的 几乎 所 有 项 ,也 就 是 说 {z,} 只 有 有 限 项 为 6. 作 于 集 4= 
{zr zo 关 b}U faj. 则 六 紧 致 ,从 而 是 闭 集 , 4 是 5 的 开 邻 域 , 它 最 
多 只 能 含 {z,} 的 有 限 多 项 ,从 而 x 灵 2. 
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9， 一 >， 如 果 闭 集 族 之 交 门 4 = 2, 则 {4'14 己 .wx) 是 
ae 


XX 的 开 履 羡 , 有 有 限 子 履 盖 名 ,4;,…,4;, 于 是 门 4 二 8， 即 wy 
不 是 有 核 的 ， 

一 一 ， 设 @ 是 区 的 开 恬 益 , 则 闭 集 族 sr = (Or|OE 9) 之 
交 为 空 集 , 即 .x 不 是 有 核 的 ,有 有 限 个 成 员 ,UW;,… ,0; 使 得 


人 一 外 , 即 0,05,.…0, 是 一 个 于 禾 访 


10， 用 引 理 ,Y&6E B, 有 4 和 6 的 开 邻 域 U 与 V,, 使 得 UX 
VCW. {V1bE B8} 构 成 B 在 Y 中 的 开 覆 盖 , 有 有 限 子 覆盖 Vas 


SU= A = Unv， 心 与 V 即 满足 要 求 . 

11. 设 4 是 XXY 的 团子 集 、 要 证 明 7(4) 是 义 的 闭 集 ， 即 
41(4)7 是 开 集 . YxE 04)), 则 {z}XY= 庆 !(x)CA'. 用 引 理 ， 
存在 z+ 的 开 令 域 UU, 使 得 UXYC4, 即 UCCC4)), 于 是 + 是 
GC4)) 的 内 点 . 

13， Ya€ 64, 则 a€EU. 由 于 XX 满足 7 公理 ,存在 a 的 开 邻 域 
V., 使 得 F.CU. 于 是 1V,。|a€ A} 是 4 在 X 中 的 开 覆 盖 ， 有 有 限 子 
窗 盖 VV ,*… viav = Dv. 则 4CV,V= Ur. CEU. 


14， 设 4CX 紧 致 ， 2 是 下 在 XX 中 的 开 禾 六 | 2 也 是 4 
的 开 材 盖 , 有 有 限 子 柳 盖 避 0,0 即 4CD 一 De 由 上 


题 知 CU, 即 DU7:…,[, 也 是 人 关于 互 的 有 限 子 覆 盖 ， 
15， 必 要 性 略 . 
充分 性 的 证 明 ,用 反 证 法 . 如 果 X 不 紧 致 , 则 有 序列 {z,), 它 

没有 收敛 子 序 列 . 不 妨 设 {z,} 各 项 不 相同 , 记 4 是 {z,} 中 各 项 构成 

的 子 集 . YzE X,z 必 有 邻 域 不 含 4N\{z} 的 点 ,从 而 4 是 入 的 闵 

集 , 并 且 是 离散 的 . 作 函 数 f。: 4 一 E' 为 (x,) 一 n, 则 所 连续 , 它 
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可 扩张 到 X 上 ,得 到 三 上 的 一 个 无 界 的 连续 函数 ， 

16.， 按 定义 验证 :CB) 紧 致 , 即 对 /7'(B) 在 X 中 的 任 -* 开 
覆盖 2 , 找 出 有 限 子 揽 盖 . Y6E Br 也 是 紧 致 集 / (6) 的 开 履 
盖 , 从 而 广 "(B) 被 2 中 有 限 个 成 员 盖 满 , 记 这 有 限 个 成 员 之 并 集 
为 Wi 作 V 一 CGOW5). 则 可 验证 双 是 5 的 开 邻 域 , 旦 三 2 
CWs. 

‘V5E B} 又 是 B 在 Y 中 的 开 覆 盖 . 有 有 限 子 屠 盖 Vs ,yo， 
7 则 


fiB EU OY) CUW,. 

于 是 / :(B) 被 2 中 有 限 个 成 员 盖 满 ， 

17. 设 X 局 部 紧 致 ,4C-X 是 闭 集 .YzE4, 则 xz 在 XX 中 有 紧 
致 邻 域 FP. 则 FN 站 4 是 x 在 4 中 的 紧 致 邻 域 (验证 略 ). 

18，(2) 因为 (Xe) 不 紧 致 ， 所 以 {2} 不 是 开 集 ， 于 是 就 有 
CX.,r,) 的 每 个 非 空 开 集 都 与 节 相 交 ,X 在 (X。.r.) 中 稠密 . 

(4) 对 于 XX 中 任意 两 个 不 同 点 ,它们 在 (XX,r) 中 的 不 相交 开 
邻 域 也 就 是 在 (X. ,r, ) 中 的 相交 开 邻 域 .对 于 zEX 和 器 , 取 x 的 
紧 致 邻 域 天 , 则 天 与 和 ,NE 就 是 了 与 如 的 不 相交 邻 域 . 

19. 由 定义 可 知 , 同 胚 空间 的 一 点 紧 致 化 也 同 胚 . 于 是 本 题 只 
须 证 S\N{N}CN==10,0,…,0,1)) 的 一 点 紧 致 化 同 胚 于 S. 作 了 ， 
(SMND ,一 S" 为 


TT， XX， 
f(z) = N, zr- 
则 了 是 一 一 对 应 , 生 可 验证 /是 连续 开 映 射 , 从 而 是 同 胚 映 射 . 
34 


4 用 反 证 法 . 如 果 X, 不 连通 , 则 可 分 解 为 它 的 两 个 非 空 不 
相交 开 集 4 与 8 之 并 集 . Xi 人 Xs 包含 于 其 中 之 一 , 设 Xi 站 Xs 忆 
B. 记 XX 一 XiUB, 则 XAUXs,ANXs= 多 ,上 且 A 与 Xs 都 是 X 
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的 非 空 开 集 ,与 中 连通 矛盾 . 

(本 题 条 件 中 的 “X,,X: 都 是 X 的 开 集 ?可 改 为 闭 集 ,证 法 相 
同 . ) 

5 取 故 的 两 个 不 同 点 zz 则 {zxo}, {zi} 都 是 义 的 闭 集 .用 
ypeico 引 理 , 有 (连续 ) 函 数 了 : XE' ,使 得 f(xo) 一 0,f (x)=1. 
因为 邓 连 通 ,[0,11CACX).[50,11 不 可 数 ,因而 XX 也 不 可 数 . 

6， 设 X 局 部 连通 ,4 是 关 的 开 集 ,x€E4. 设 U 是 x 在 4 中 
的 邻 域 , 则 UU 也 是 x 在 XX 中 邻 域 . 于 是 存在 z 在 X 中 的 一 个 连通 
邻 域 VCL.Y 也 是 4 中 的 连通 集 . 

8.， 用 命题 2.23"YrEQ, 作 4 一 {(z,y)1z==r 或 y=r}, 则 A 
连通 ,并 且 匀 = M4. YA NA. 

9， 是 下 的 有 核 闭 集 族 .由 $3 习题 第 9 题 知 道 门 天 


多 .下 耐用 反 证 法 证 明 它 连 通 . 如 果 门 可 分 解 为 它 的 两 个 不 相 
交 非 空 闭 煲 44 各 之 和 , 则 4 和 B 痢 是 玉 的 闭 集 ,有 不 相交 的 开 
邻 域 U 和 YY. 
令 马 = (CUV), 则 XX。 也 紧 致 . 记 .多 ,= {FN XoIFE 多 )， 
. 则 学。 是 X, 中 的 一 个 闭 集 族 ,并 且 门 6=( 门 FN X= 多 . 
ey 
于 是 .多 是 无 核 的 ,存在 有 限 个 成 员 F, 人 Xo,Fs 站 Xo ,六 人 


XE;E€ .它们 的 交集 为 gl. 主 是 ( 门 局]m 总 一 必 即 门 忆 


CU UV 由 于 门 Fi 连通 , 它 必 包 含 于 U,V 之 一 ,从 而 门 P 包 
含 在 U,V 之 一 , 著 盾 . 
10. 作 f U2 为 1|zosin 二 | = =, 则 /连续 , 且 
| 1 


/OD = wn 到 _x 


“en 
4 


280 \ 


在 7) 中 ,点 所 在 的 连通 分 支 就 是 {10} ,可知 中 会 (0,0) 点 的 
连通 分 支 在 了 100) 二 BN\{C0, 一 1)) 中 ,就 是 B\{ 0, 一 DD}. 


§5 


1， 任 取 5S* 中 两 点 reyzi 再 本 y 不 同 于 Tox 则 S"\{y} 实 
E", 是 道路 通 的 ,从 而 存在 SN\{y) 中 的 道路 w, 使 得 ae(z) 一 并 
(i 一 0,1).4 也 是 S" 上 连结 zxo,z 的 道路 . 

2. 设 xyz 是 4 中 两 个 不 同 点 , 则 配 上 有 不 可 数 条 圆 弧 以 
rovzi 为 两 端 , 并 且 什 何 了 两 条 这 种 圆 弧 除 royzi 外 无 其 他 交点 . 因 
此 一 定 有 图 弧 不 过 4 中 的 点 , 即 在 4 中 .于 是 mvzl 可 用 4 中 道 
路 连结 ， 

3. 设 (ro,yo) 和 (zy,31) 是 XXY 中 两 点 ,X 与 Y 都 道路 连 
通 . 则 有 关中 道路 4, 以 rayz 为 起 终点 ,又 有 Y 中 道路 5, 以 yo sy 
为 起 终点 . 作 苹 XY 中 道路 为 

elt) = (a8), YiET, 
则 c< 连 结 Czy,yo) 和 (zi,y1). 

4. a 1( 久 ,) 和 a-'( 叉 ,) 是 了 的 两 个 非 空 开 集 ,并 且 a'(X)U 
a1(X) 一 . 由 于 7 了 连通 ,a-1 (XD) 人 47'(Xs) 二 a ' (Xi 站 Xi) 关 
分， 

5. 证 部 道路 连通 . 由 于 X, 门 Xs 是 X 的 道路 连通 子 集 , 只 
用 证 明 :YzEXiNXazo 与 Xi 站 :在 瑟 的 同一 道路 分 支 中 , 由 
于 道路 连通 ,有 XX 中 道路 ae,a(0) 一 zoya(1) 一 习 生 筷 . 由 上 题 
知 a-1(X, 门 X,) 非 空 . 设 其 下 确 界 为 to, 则 [0,tc]Ca'(X,). 因为 
a 1(X,) 是 了 的 开 集 ,所 以 有 6>0, 使 得 [0,fo 十 Ca1( 六 ,). 由 如 
的 定义 知 存在 Eftoyto 十 6) ,使 得 ati) EX 站 和 则 ze 与 ah》 
在 同一 道路 分 支 中 , 即 x。 与 关门 X; 在 同一 道路 分 支 中 . 

6 在 题 4 中, 若 把 X, ,和 ,都 是 开 集 的 条 件 改 为 都 是 闭 集 , 结 
论 仍 成 立 . 然后 用 题 5 的 方法 证 本 题 . 
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3 /CS 是 吾 的 紧 敏 连通 子 集 , 因 而 为 有 界 闭 区 间或 一 点 
于 是 了 (51) 关 E, 即 /不 是 满 映 射 . 又 如 果 / 是 单 的 , 则 了 (S ) 衬 
31, 由 2 题 知 这 是 不 可 能 的 . 

4 了 (S?) 是 EE' 的 紧 致 连通 子 集 ,为 有 界 闭 区 间 [a ,65]( 或 一 点 
如 此 时 产 " 一旦 不 可 数 ). YtE (as8), 由 于 了 (SI\f71(2)) 二 
[a,U G4,6] 不 连通 ,S^\ 广 1() 必 定 不 连通 ,/!1() 是 不 可 数 集 . 


第 三 章 
§1 


§2 


3. 记 p: XXI>CX 是 粘 合 映射 ， a 一 p(x,1) 为 锥 项 ， 则 
CX\{a} 是 CX 的 开 集 , 且 同 胚 于 XXX[L0,1), 从 而 是 Hausdorff 空 
间 . 于 是 CX 中 异 于 a 的 两 点 在 CX\{a} 中 有 不 相交 开 邻 域 , 从 而 
在 CX 中 有 不 相交 开 邻 域 . CX 中 异 于 a 的 点 可 表示 为 p(z,t) ,这 
里 上 t<1. 取 sE (8,1), 则 p(XX[0,5)) 与 p(XX(s,1]) 是 plz,) 与 
a 的 不 相交 开 邻 域 . 

4 记 户 : XXX1/4 为 粘 合 映射 ,a 一 pC(4). 如 果 和 /4 中 两 点 
5 和 < 都 不 是 a, 则 p105) 与 p-1(c) 是 X\A 中 两 点 ,它们 在 X\A 
中 有 不 相交 开 邻 域 U 与 V.p(0) 与 p(V) 就 是 5 与 c 的 不 相交 开 
邻 域 . 对 子 X/4 中 点 6574,p"1(6) EX\A, XX 满足 工 ,公理 ,从 而 5 
与 4 有 不 相交 的 开 邻 域 品 与 V, 则 p(U) 与 p(V) 是 5 与 a 的 不 相 
交 开 邻 域 . - 

5. (1) 显然 满 ,连续 . 设 VCL0,1], 则 71(V)NM[0,1]= 
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TY. 如 果 广 D(Y) 是 (一 1,2) 的 开 集 , 则 了 一 定 也 是 [0,1] 的 开 集 . 

(2) (1,2) 是 (一 1,2) 的 开 集 ,但 是 大 (1,2)) 一 1) 不 是 
[0,1] 的 开 集 ,说 明 上 不 是 开 映 射 . 

《一 1,0J] 是 (一 1,2) 的 闭 集 ,但 是 /(( 一 1,0]) 二 [0,1) 不 是 
[0,1] 的 闭 集 , 说 明 /不 是 闭 映射 . 

6. 作 了 :1XI>S-XS! 为 1(z,y) 一 (e ve). 则 /是 连 
续 注 射 . 又 由 于 了 X7 紧 致 ,S'XS 是 Hausdorff 空间 ,了 是 商 映 
射 ,7XT 的 等 价 关系 二 导 出 TXT 的 对 边 粘 合 (验证 略 ), 因 此 5’X 
STIxI/ LT 

7， 用 复数 表 洲 BE 上 的 点 ,规定 连续 满 映射 /: E*>E? 为 

, 0, r 志 1 
fe) -人 一 je"，1 扫 一 

只 要 再 证 明 /是 闭 映 射 ,就 可 知道 /是 商 映 射 ,等 价 关 系 工 就 是 
把 六 捍 为 一 点 ,从 而 环宇 配 / 过 一 柑 /D?， 

设 4 是 下 的 闭 集 . 

《1) 如 果 是 有 界 闭 集 , 则 4 紧 致 ,从 而 A(4) 紧 致 ,是 豆 的 
闭 集 - 

(2) 如 果 有 4 与 DP? 不 相交 ， 则 dC4,0) 二 1 十 e，s>>0， 利用 
了 IEND' : E\D: 一 E*\(0} 是 同 胚 映射 ,得 到 /4) 是 瑟 \10} 的 闭 
集 ,并 且 f(A)CENB(0,8), 从 而 是 EF? 的 闭 集 . 

《3) 一 般 情 形 ,将 4 玫 成 4 二 41U 4:, 其 中 41,4; 分 别 适 合 
《1),(2) 的 要 求 ,从 而 (4) 二 f(41)U (42s) 是 EF 的 闭 集 . 

8.， 记 Pi :7T?>T*/4 是 粘 合 映射 ,将 T? 沿 此 名 纬 圆 割 
开 : 得 一 矩形 面 块 了 , 则 XX 粘 合 对 边 得 人 , 且 两 双 对 边 分 别 粘 成 该 
经 加 和 纬 贺 . 记 p,: X 了 ?是 这 个 粘 合 映射 . 则 p 二 pi 。 pe: X 一 
17/4 蚌 商 映射 , 且 之 就 是 把 XX 的 边界 3X 捏 为 一 点 .于 是 T*/4 
宇 X/3X 之 S*( 参 见 例 2). 

9， 由 例 4 知 ，M 由 三 角形 把 两 边 癌 向 粘 接 而 得 到 ， 它 的 边 
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角形 的 第 三 边 两 端 粘 合 而 得 到 ， 如果 先 把 第 三 边 捍 
为 一 点 (得 ) ,再 粘 接 那 两边 ,相当 于 粘 合 圆 盘 边界 上 的 每 一 
对 对 径 点 ,因此 得 到 P*. 
10， 作 映射 :XXXI>aX 为 Fzb) 一 (1 一 访 z 十 纪 , 则 了 是 
次 映射 ,并 且 工 就 是 将 XX{1} 捏 为 一 点 ,从 而 得 到 
aXTXXI/L XXIXX {=CX. 


11，Q1) 开 集 (一 cc,1) 的 像 记 作 C, 则 pm(C)= (一 c:1] 不 
是 本 的 开 集 ,从 而 C 不 是 E'/(0,1] 的 开 集 . 闭 集 [1, 二 se) 的 像 记 
作 BB, 则 p71(B) 一 (0, 十 0) 不 是 EE' 的 闭 集 ,从 而 B 不 是 EAC0， 
1] 的 闭 集 . 

(2)》 因为 ga: 4 一 p(4) 是 一 一 对 应 ,所 以 当 它 是 商 映射 时 就 
是 同 胚 有 映射 . 记 一 p(( 一 ce,0]). (一 co,0] 是 4 的 开 集 ,但 是 X 
的 点 2(0) 并 不 是 义 的 内 点 (理由 见 后 ), 于 是 X 不 是 开 集 . 这 说 明 
不 是 同 胚 映射 ,也 就 不 是 商 映 射 . 
现在 证 明 p(0) 不 是 叉 的 内 点 . 设 V 是 pC0) 在 p(4) 中 的 一 
个 开 邻 域 , 则 存在 E'/(0,1J] 中 开 集 斑 , 使 得 V 二 W 门 p(4). 于 是 
pV) 二 pCW) 站 4.p-'(W) 是 配 中 含 0 点 的 开 集 , 从 而 必 含 
《0,1] 中 的 点 ,这 说 明 p(《0,1]) EW. 这 样 (0,1]Cpn1(W) ,由 于 
p-1(W) 是 开 集 , 它 一 定 仿 (1, 十 吕 ) 中 的 点 ,从 而 WNpCC0， 
十 00)) 关 BV 人 pCO, 十 2) 二 WpCC0, 十 oo)) 关 所 ,VV 人 EX. 由 
V 的 任意 性 知 p(0) 不 是 的 内 点 . 

12， 只 要 证 明 在 志 下 ,两 点 等 价 必 为 对 径 点 . 

设 Fz,yoz 一 Ar ,yz ), 即 


yy 


xXy 二 Zz'y, 
xz 一 
yz = yz 
《xi yy ,2 E57, 因 此 zz',y ,zx' 中 至 少 有 一 个 不 为 0. 
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车 z+ 或 y 不 为 0, 不 妨 设 避 冯 0, 记 4 一 言 . 则 
y= 二 yy， 一 烙 . 
于 是 x 一 一 x 一 XXy， 即 六 (x? 十 YY) 一 zx? 十 y?， 因 而 难 二 
1,4= 士 1. 于 是 (x',y ,zx ) 二 十 (x,y ,2). 
车 zx 二 x 二 0, 则 |z'| 二 1. 再 由 前 两 式 得 到 
y=0, xy=0. 
推 得 z 一 ?一 0,|z| 一 1. 也 有 
[EC 
13， 车 f(r,y) 二 fx’,y'), 则 有 
cos2zm 一 COSLX'R, COS2YT 一 COSZY Ti sin2yn 一 sin2y Ti 
sin2zrcosxy 一 sin2z'rcosry 1 sin2znsinny 一 sin2r'rsinry' . 
由 第 二 ,三 两 式 得 出 y=y' 或 |y 一 y | 一 1. 
车 y 二 y. 则 由 第 四 式 和 第 五 式 推出 sin2zx 一 sin2z'r . 它 和 
第 一 式 一 起 推出 z=z' 或 |z 一 xz | 一 1. 
车 |y 一 y | 二 1, 不 妨 设 y==0,y 二 1. 则 第 四 式 化 为 sin2zr 
一 一 sin2z'x . 它 与 第 一 式 一 起 推出 < 十 x/ 二 1. 
总 之 ,车 /zy 一 ACz ,y) 则 是 下 列 三 种 情形 之 一 : 
{1) r= ,y=—y 
C2) z,z' 中 一 个 为 0, 另 一 个 为 1,y 二 > ; 
(3) z 十 二 1,y,yY 中 一 个 为 6, 另 一 个 为 1. 
不 难看 出 (X71)/ 是 Klein 并. 
14， 作 户 : 成 十 D>S? 为 
za 人 人 VT 一 好 一 罗 )， (x,y) E 左边 的 个 ?， 
(zy 一 VI 一 好 一 到 )， (zy)E 右边 的 刀 ?， 
则 容易 验证 p 是 商 映 射 , 且 和 就 是 i : S1'>J7 决定 的 等 价 关系 . 于 
是 5 宇 PPUD:. 
15， 作 p :到 十 BE 一 EF! 为 
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{2 《zz,Y) E 左边 的 到 ， 
Plxy) 一 、 
Cx, 一， (zx,y) E 有 边 的 可. 
则 p 是 满 的 连续 闭 映射 ,因而 是 商 映 射 , 且 么 就 是 /: El 一 所 
决定 的 等 价 关系 .于 是 EF? 全 Es UE:. 
$3 

1. 设 MM 是 nn 维 流 形 .YzxEM, 设 U 是 x 的 开 邻 域 ,U 同 旺 于 
或 可 .于 是 U 满足 C 公理 ,从 而 zx 在 {7 中 有 可 数 邻 域 基 和 ， 
它 也 是 z 在 M 中 的 可 数 领域 基 ( 验 证 略 ). 

2. 设 M 是 紧 致 维 流 形 , 则 M 有 -个 有 限 开 覆盖 {U ,Pa， 
…,0,) ,其 中 每 个 U; 同 胚 于 FF 或 EE ,从 而 满足 Cs 公理 .对 每 个 


忆 取 可 孝 拓扑 基 吧 , 则 上 22 是 M 的 可 雪 拓 扑 基 


3， 紧 致 流 形 满足 C: 公理 ,是 紧 致 Hausdorff 空间 ,从 而 也 满 
足 工 ,公理 . 用 Ypmcor 嵌入 定理 知 它 可 度量 化 . 

4 记 户 :到 廊 EE/~~ 是 粘 合 映射 . 可 以 验证 p 是 开 上 映射. 《只 
用 对 每 个 开 区 间 (a,5), 验 证 pCa,5) 是 开 集 , 即 要 说 明 加 (za， 
5)) 是 FE 的 开 集 . 可 区 分 a,5 的 各 种 情形 进行 讨论 .) 于 是 可 知 
五 (一 co,1) 和 加 一 1, 十 ce) 构成 至 /一 的 开 覆 盖 , 且 它们 都 同 胚 于 
可 (例如 ,bp| (一 co,1) : (一 ce,1) 一 加 (一 cp) 是 同 胚 映 射 ). 这 样 
前 半 结 论 得 证 . 

记 zx==p( 一 DD,y=p(1),U,V 是 它们 的 任意 一 对 开 邻 域 , 则 
五 -DC7) 分 别 是 含 一 1,1 的 开 集 ,存在 e>>0, 使 得 (一 1 一 e， 
一 1 十 Cp 了 C0) ,0 一 sl 十 Cp 1(V). 于 是 p( 一 1 一 se. 一 0 一 
p(s1 二 eCUNYVY, 从 而 UNV 关 名 

5. 设 MM 是 nn 维 流 形 ,xzE M,U 是 zz 的 开 令 域 . 设 W 是 的 
一 个 同 胚 于 或 EE 的 开 邻 域 .由 F*(E*) 的 性 质 知 ,W 中 存在 之 


的 紧 致 邻 域 FCWNU. 记 VV 二 ( 记 w, 则 zEV, 且 V 是 WW 的 开 
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集 , 从 而 也 是 的 开 集 . 又 因为 M 是 Hausdorff 空间 , 严 是 M 的 
闭 集 .于 是 在 M 中 ,rzET,7CDC. 

7. 设 了 是 二 维 流 形 M 的 -- 个 内 点 ( 流 形 的 意义 ), 则 工 有 一 
个 开 邻 域 U 衬 FE", 于 是 UU 的 每 一 点 也 都 是 M 的 内 点 ( 流 形 的 意 
义 ), 有 从 而 了 是 M 内 部 ( 流 形 意义 ) 的 子 集 意义 下 的 内 点 . 


$4 
1 (1) 3P*; (2) 4P’; (3) 4P2 (4) 6P2?， 


2. (1) Gmta)T; (2) (nFn)P’; (3) (2m+n)P? 型 , 
3. 3P’. 


2. 一 >. 记 恕 是 及 到 /的 一 个 同 伦 . 任 取 zoE€XX, 规 定 
了 中 道路 a : 了 -YY 为 20) 二 HCze,t), 则 a 连结 yx 和 ys. 于是» 
和 yz 在 7 的 同一 道路 分 支 中 ， 

一 ， 记 a 是 了 中 连结 y, 和 ys 的 道路 , 作 HH: XXI>Y 
为 吾 (z,t)=a(t),YzXEX, 则 瑟 连 续 , 并 且 H(z,0) 一 yy,H (x,1) 
yr YrEX.RH: f/f. 

3. 设 S" 上 点 aEJACX), 作 g 是 把 X 映 为 一 a 的 常 值 映射 , 则 
YzEX,Fz) 天 一 8Cz)， 由 例 2 知 ,太一 8. 

4， 一 一 . 记 吾 :XX7 一 YY 连结 了 及 一 个 常 值 映 射 , 则 局 
把 XX {1) 映 为 Y 的 一 点 ,因而 五 诱导 连续 映射 :CX 一 Y, 它 限 
制 在 上 为 了 

一 一 记 已: CX>Y 为 /的 扩张 ,p : XXI->CX 是 粘 合 映 
射 , 则 如 =p。F :XXI->Y 是 连结 及 ~- 个 常 值 映射 的 同 伦 . 

5. 记 五 是 a 到 5 的 定 端 同 伦 ,规定 G 二 f。F, 则 G 是 f。a 
到 f。5 的 定 端 同 伦 . 
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6. 一 =>. 记 玉 :TXI>X 是 f。p 刘 g。p 的 定 端 同 伦 ， 
则 它 拒 {0,1) XI 上 映 为 一 点 xo. 规定 G: 5S'1XI>X 为 Gle”,s) 一 
H(t5), 则 G149) 一 xoyy s El 并且 GCe™,0) 二 HG,0) 一 
jp) 一 fle”), 同 理 Gle™,1) = g(e)， 即 G:f 完 
g rel{1}. 

一 一 . 荐 G1:f 守 grelll}. 作 及:TX1 为 HG,s) 一 
Gle™,s), 则 如 是 /。p 到 g，。p 的 定 端 同 伦 . 

8.， 用 反 证 法 . 假设 / 没有 不 动 点 . 规定 8S: 上 的 对 径 喘 射 为 
ht:Si>Sl,， 即 有 (2) 二 一 xz:，YzES!， 因 为 Yz€5', f(z) 隆 x 一 
一 h(z), 由 例 2 知 f=. 而 与 i 同 伦 (请 读者 自 证 ), 从 而 7 一 
id, 与 条 件 祖 违 , 族 / 无 不 动 点 . 


§2 


1. 当 义 是 平凡 拓扑 空间 时 ,任何 喘 射 了: YX 都 连续 ,于 
是 X 中 任何 两 条 有 相同 起 终点 的 道路 都 定 端 同 伦 ,于 是 (X ,zo) 
只 有 一 个 元 素 . 

2， 离 散 拓扑 空间 的 每 个 道路 分 支 都 是 单 点 集 , 从 而 它 的 道路 
都 是 点 道路 ,以 zo 为 起 终点 的 闭路 就 只 有 一 条 ,从 而 r.《(XX,zo) 只 
有 一 个 元 素 . 

3， 理 由 同 第 2 题 . 

5， 因 为 ri 二 (r。 站 :是 恒 同 ,得 结论 . 

6.a 5 是 闭路 ,和 单 连通 , 则 a 53 定 端 同 伦 于 点 道路 e, 于 是 5 全 


& Ba. 


7. wn 一 wh > YE mK) 0 a = wa 
Ya En(X,r) ,ww ! = wo ‘a. 
8， 一 一 .Ya,8Em(X,zo). 取 w,w' 是 zx 到 zz 的 两 个 道路 
类 ,使 得 ww/ 二 .由 于 ws 一 oz ,得 到 np8 一 Be( 见 上 题 ). 
-< 一 一 设 w,w 是 zo 到 zi 的 两 个 道路 类 ， 则 就 有 ww “和 
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(KKzo .于 是 ,YaEm(CXK,zovaaw ! 二 wo 1a, 再 由 上 题 ,得 ws 
83 

4 记 a :TS1 为 ao 一 em 为 和 (人 二 一 
三 FasG)) 则 (co 和 (加 ) 分 别 生成 二 (8 ,1) 和 和 (3 一 1), 并 且 
felao)) 一 《50 

2， oo 如 上 题 , 则 fC(《ao)) 二 《ao)", 因 为 m(S!1,1) 由 《ao 所 生 
成 ,所 以 YaEm(51,1), 有 /Ca) 二 ea. ( 敬 用 加 法 记号 , 则 可 表示 为 
Fre) =na, ) 

3， 用 81 的 习题 6. 

4， 用 上 题 ,分 别 在 左右 两 个 圆周 上 构造 relze 的 同 伦 , 拼 成 所 
要 的 同 作 . 

5， 平 环 同 胚 于 51X7, 用 定理 4, 4， 

7， 取 6>>0, 使 得 BCr,e)CU. 划 它 的 边缘 A 一 {yE E*|d(x， 
y)=e} 是 UN\{z} 的 收缩 核 , 并 且 4 衬 $', 所 以 4 不 单 连通 . 再 用 
$2 习题 5 的 结果 ,推出 U\{z} 不 单 连通 

$4 

3， 要 证 明 两 方面 :(1) 了 的 任何 两 个 同 伦 逆 g1,gs 互相 同 
伦 ,g gl .88ai(2) 当 g 是 的 同 伦 逆 时 ,与 同 伦 的 任 
何 映射 g' 也 是 f 的 同 伦 逆 ( 请 读者 自 证 ). 

4， 设 X=~-Y, 了 道路 连通 , 记 /: X->Y 是 同 伦 等 价 ,g :了 
了 是 的 同 伦 逆 , 则 YrEX,zx 与 &g* f《x) 在 久 的 同一 道路 分 支 
中 . 又 因为 了 道路 连通 ,所 以 g(Y) 是 XX 的 道路 连通 子 集 ,从 而 
Yr,zzEK,g， f(z1) 与 ga* f(x2) 在 X 的 同一 道路 分 支 中 . 综 上 
所 述 ,X 中 任何 两 点 在 同一 道路 分 支 中 ,从 而 XX 道路 连通 . 

5. 设 : X>Y 是 同 伦 等 价 ,g 为 了 的 同 伦 逆 .由 子 f 把 X 
的 道路 分 支 映 入 了 的 一 个 道路 分 支 ,可 规定 /:: zoCX)->xolY) 如 
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下 :YaEm(X)， 广 (e) 是 了 的 包含 f(x) 的 道路 分 支 . 用 同 法 可 规 
定 gr mo(Z) 一 mo(X), 并 不 难 验证 gr。 /与 f+。g: 都 是 恒 同 ， 


6， 设 六 一 >4 一 >B 都 是 收缩 映射 ,满足 i。 人 idx ,i 。7 
之 ida (iu,is 都 是 包含 映射 ), 则 i 。i;: BB 一 X 蚌 包含 映射 ， 
rz。 :XB 是 收缩 映射 ,并 且 

dis re er idx. 

7， 设 + ;XB 是 收缩 映射 ,满足 !。r~idx, 设 ”: X~4 是 
收缩 映射 , 记 7 一 r14 : A 一 8B, :有一 4 是 包含 映射 . 设 吾 :舌头 
7X 是 i。r 到 idx 的 同 伦 ,; 则 x。 如 |AX1=A 是 ii*n 到 id4 
的 同 伦 . 

8， 设 + :XX 一 X。 是 收缩 映射 , 则 可 规定 : XX 一 XX 为 

EE rEX,, 
一 人 TE Xs, 
由 x 是 收缩 映射 . 用 上 题 结果 ,推出 X, 是 Xi 的 形变 收缩 核 . 

9， 取 y%E€Y, 则 {yo} 是 了 的 形变 收缩 核 , 从 而 把 Y 的 每 一 点 
都 映 为 yo 的 常 值 映 射 ho 二 id : YY. 设 f,g : XY 是 两 个 连续 
映射 , 则 


fh f=h gg. 

10，4 全 31 , 设 co 是 沿 着 4 走 一 圈 的 co 处 的 闭路 , 则 《ao) 生 
成 xi(C4:zm) ,但 在 和 中 ,ao? 是 一 生成 元 的 两 倍 . 

11， 若 有 收缩 映射 +r: X->4, 则 mm :mm(CX) 一 xi(4) 是 满 同 
态 , 从 而 (出 my(X) 衬 m1《4) 实 Z)r; 是 同 构 , 又 因为 r.。i; 是 异同 ， 
得 出 i 是 同 构 , 与 19 题 结论 矛 盾 . 

12. 作 z 1 DN\{zo) 一 SN\Mzo} 如 下 :YED (zo} ,r(x) 是 
射线 zz 与 5 的 交点 . 利用 例 5 前 的 说 明 , 知 SNizo) 是 DA 
{z} 的 形变 收缩 核 CD"\{zs} 是 西 集 )， 

14. 用 反 证 法 . 如 果 天 衬 牛 , 则 可 得 出 E\{O} 衬 EN\{O} ,从 
而 S'S™!, 而 >] 时 ,S”! 单 连通 ,S; 不 单 连通 ,矛盾 ， 
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”七 ， 用 反 证 法 . 若 天 全 产 , 则 DANLO} 同 是 于 已 去掉 - -点 ,后 
者 单 连通 ,前 者 不 单 连 通 ,矛盾 . 
16. 不 妨 设 ! 是 = 轴 , 则 至 V 以 EN\{O) 为 形变 收缩 核 . 


§5 


3. 设 E\{r15zo 0m) 一 叉 m. 作 zw 的 球形 邻 域 Bx,e)， 
使 得 它 不 含 zz ,Ta ty 则 Xs- 二 XUBCrn,e) ,Xf Br e) 
二 BCrwmre)\Mxm: 是 单 连通 的 . 用 Van-Kampen 定理 ,得 到 

MX, mK) YmEN. 
于 是 m(Xa) 实 m(E") ,平凡 ， 

4. (1) 同 构 于 ZxZxZ; 

(2) 同 构 于 Zx2; 

(3) 同 构 ZxZxZxZ. 

5，(1)》 同 构 于 Z*Z; 

《2) 同 构 于 Z*+ZxZxZxZ; 

《3) 同 构 于 Z+2Zx2ZxZ. 

6、 同 构 于 2 二 Z/3Z. 
8. (1) 作 收 缩 映射 r : EDD? 为 


上 若 上 zl 志 1， 
r(x) 一 zr 

开工 > 1. 
EE 车 zl 产 1 


则 7 。 /+ pr>Dr 有 不 动 点 ,不 崔 验证 当 r， f(x) 一 z 时 f(x) 二 


Eo 


C2) 作 + 如 (1), 则 r。f 有 不 动 点 , 且 不 动 点 不 在 5 上 ,从 而 
也 必 是 /的 不 动 点 . 
《3) 用 反 还 法 车 /无 不 动 点 , 则 可 作 : D*>5'! 为 


x) 一 -开工 fr) 
4 Em 


则 g 连续 , 且 g1S' 一 dw : S1>S', 于 是 ids' 零 伦 ,矛盾 . 
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(G1) 和 《2) 也 可 用 (3) 的 方法 证 . 》 : 

9， 用 反 证 法 . 如 果 存在 ro 瑟 7D2) , 则 xm 人 3S .于 是 DN\{xo} 
以 5S1 为 收缩 核 . 记 = 为 一 收缩 映射 , 则 r。f: PD: 一 S' 是 收缩 映 
射 .这 与 S$' 不 单 连通 相 艺 盾 . 

10， 方 法 一 记 X, 是 和 中 第 3 个 坐标 不 小 于 0 的 点 的 集 
合 ,X, 是 第 3 个 坐标 不 大 于 0 的 点 的 集合 . 则 关 =X,UX,,X1,X。 
都 单 连通 ,并 且 X; 门 X, 道路 连通 . 用 Van-Kampen 定理 ,得 久 单 
连通 . 

方法 二 用 Van-Kampen 定理 不 难得 到 下 面 结论 :对 任何 两 
个 整数 <t，【) 5? 单 连通 . 


ke 


以 原点 O 为 基点 ,证 明 <,(X,O) 平 凡 .证 法 如 下 : 任 取 O 点 处 
的 闭路 <, 则 <(7) 是 入 上 的 紧 致 集 ,从 面 存在 整数 上 < 使 得 aC7) 


CU 呈 . 于 是 e 在 【上 S 上 定 端 同 伦 于 O 处 的 点 道路 ,从 而 < 在 


ee 


XX 上 也 定 端 同 伦 于 O 处 的 点 道路 . 


第 五 章 
81 


1 设 W 是 互 的 开 集 ,5E pCW), 取 eE€W, 使 得 ple) 一 6. 要 
证 5 是 p( 匈 ) 的 内 点 . 

取 避 的 一 个 基本 邻 域 U, 设 V 是 p-1(U) 的 包含 e 点 的 分 支 ， 
则 同 胚 pI1V。: VU 把 EE 的 开 集 WN 人 MV, 上 映 为 U 的 一 个 包含 5 点 
的 开 集 ,从 而 z(W ny。) 也 是 5 在 B 中 的 开 邻 域 ,并 且 它 在 pCW》 
中 .于 是 5 为 p(W) 的 内 点 . 

2. 若 U 是 一 个 基本 邻 域 , 则 Y5EU,#p '(6) 等 于 p14U) 的 
分 支 数 . 从 而 间 一 基本 邻 域内 的 诸 点 的 纤维 有 相同 的 势 . 取 定 名 GE 
B, 记 4 二 (bEBI#p 1(6) 二 车 p71(80)), 则 用 上 面 的 结果 可 以 说 
明 4 是 开 集 , 并 且 A' 也 是 开 集 . 由 于 召 连 通 ,又 4A 非 空 (至 少 加 和 
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甩 ), 从 而 A=B. 

3， 要 证 YeEh(U) 都 是 hC(0D) 的 内 点 . 设 Us 是 6 二 ple) 一 个 道 
路 连通 的 基本 邻 域 ,并 且 UCU. 记 VV, 是 p !(U) 的 包含 e 的 分 
支 , 则 VY, 是 吾 的 开 集 , 并 且 (p1Y.) ! :Us>V 在 Us。 上 与 h 重合 
《利用 定理 5.1). 寺 是 ,二 hUsChCD) ,从 而 e 是 4CU6) 的 内 点 . 

4. 设 四 是 蕊 的 一 个 开 集 ,要 证 P(W) 是 X/7 的 开 集 . Yy€ 
PCW), 设 y=plz),zEW. 取 的 开 邻 域 V, 使 得 VACV),…， 
”1(V) 两 两 不 相交 ,并 且 VCW. 于 是 (Y) 是 含 于 pLW) 的 开 
集 , 且 含 y, 从 而 y 是 ptW) 的 内 点 . 

7. FVFf 可 看 作 下 的 一 半 把 边界 圆周 的 对 径 点 粘 合 而 得 商 空 
间 , 也 即 上 安 一 个 交叉 帽 ,因此 是 3P: 型 曲面 . 

8， 不 是 . 5S! 上 点 es 和 e” 没有 基本 邻 域 . 

9. 同 第 8 题 . 

12， 利 用 定理 5. 1 或 直接 证 明 : 记 pg: XB 是 由 5EB 决定 
的 常 值 映射 ,8 是 p 的 一 个 提升 . 则 P(X)Cp-1(5). 因为 p-1(B) 离 
散 ,g(X) 连 通 ,所 以 BCX) 是 一 点 . 

”13， 取 定 中 一 点 eo; 记 罗 =pleo) EU. 对 U 中 任 一 点 6,, 有 

U 中 道路 a， 连结 如 和 所， 记 a# 是 a 的 提升 , 它 以 6 为 起 点 ， 则 
(DCp7 (UVU)， 从 而 &(DD) 在 V 中 .于 是 刀 =a(1)=p(a(1)) 二 
pLV). 这样 就 得 到 UCp(W). 显然 p(V)CU. 从 而 pC(V)=U. 

14， 只 要 证 明 plV : V->U 是 单 的 . 

用 反 证 法 . 假设 p|V 不 单 , 它 把 V 中 两 个 不 同 点 ee 和 e 映 为 
UU 中 同一 点 &w. 取 & 是 Y 中 从 es 到 e, 的 道路 , 则 a=p。a& 是 UU 在 
5 处 的 闭路 . 因为 六 : x (0) 一 zm.《B) 平 凡 ,所 以 a 在 B 中 定 端 同 
伦 于 名 处 的 点 道路 ,从 而 它 在 eo 处 的 提升 2 一 定 是 闭路 ,与 假设 “ 
矛盾 . 

《本 题 还 可 用 下 节 中 的 定理 5. 3, 见 下 节 习 题 2 的 解答 . ) 

15， 设 U 是 底 空间 B 的 半 单 连通 开 子 集 . 由 13 题 知 , 户 -7CY》 
的 每 个 道路 分 支 Y。 满足 p(V.) 二 UU, 由 第 14 题 知 plVe :VU 

293 


还 是 同 胚 , 从 而 乙 是 基本 邻 域 . 
16. 记 U 是 B 的 一 个 半音 连通 的 开 子 集 , 则 pp-!1(U) 的 每 个 
分 支 Ye 也 半 单 连通 . 
19.Y6EB, 设 已 是 5 的 一 个 半 单 连通 开 邻 域 , 则 乙 是 疡 : 玖 
一 B 的 基本 邻 域 . p :KGC) 的 每 个 分 支 也 都 半 单 连通 ,从 而 又 都 是 
六 的 基本 邻 域 . 于 是 (p。$) -1(U0) 一 5"'(p (U0)) 分 解 为 E 中 的 
许多 开 集 之 并 ,每 个 开 集 被 驴 同 胚 地 映射 成 p-1《U) 的 一 个 分 支 ， 
从 而 被 p。 访 同上 胚 地 映 射 成 U. 这 说 明 占 也 是 p。 的 基本 邻 域 
18. YbEB. 设 p !(6) 二 {erse1,…e,}. 可 取 65 的 基本 邻 域 U， 
使 得 p !(0) 的 各 分 支 了 ，…,V, 分别 是 e,,…,e, 的 在 多 下 的 基本 
邻 域 .类似 于 第 17 题 ,可 证 明 这 样 的 U 也 是 p。 世 的 基本 邻 域 . 
$2 
1. 设 下 是 常 值 映 射 到 .的 一 个 同 伦 , 则 下 可 以 提升 (定理 
5.2) ,得 到 本 题 的 结论 . 
2， 本 题 即 上 节 习 题 15, 上 面 已 给 解答 . 也 可 应 用 定理 5. 3. 设 
Vy 旦 p-'(U) 的 一 个 道路 分 支 , 则 由 上 节 第 13 题 ,得 ptV) 一 U. 取 
定 eoEV, 记 如 二 pleo). 由 定理 5.3, 存 在 唯一 一 个 提升 h :UE， 
使 得 hC6o) 一 e. 则 。(p1V) 就 是 piy :VB 的 提升 ,并 由 提升 
唯一 性 知道 。《piV) 就 是 包含 映射 . 由 此 可 推 得 17 : y>U 是 
单一 的 .于 是 plY :VU 是 开 的 一 一 对 应 , 即 是 同 有 凸 . 于 是 U 是 
基本 邻 域 . 
3 因为 wu(S”) 平 凡 ,总 可 提升 为 了 : SE?. 了 零 伦 ,从 而 
了 也 零 伦 . 
4， 同 上 题 . 因为 mm (CP2) 兰 Za,z (72) 是 自由 群 ,m (CP?) 到 
xi(72) 的 同 态 只 有 平凡 同 态 . 
5， 按 照 定义 验证 . 
“YeE€Es, 记 5 二 p:(e). 取 ps: EB 的 含 6 点 的 道路 连通 的 
基本 邻 域 U. 记 V 是 pz' (D0) 中 包含 e 点 的 分 支 , 则 plV :VU 
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是 同 胚 . 不 难 证 明 pi'(U) 的 每 个 分 支 W。 或 者 hCW。)CV, 或 者 
h(WONV= 包 ,并 且 hr 1(V) 就 是 满足 hCW。)CV 的 那些 多 ,之 
并 . 对 每 个 这 样 的 Wo, (ps1V)。(4|W) 二 |W: WW,>U 是 同 
胚 ,其 中 pslV 也 是 同 胚 ,从 而 |W。: W。>V 是 同 胚 . 这 说 明天 是 
复合 映射 . 


§3 
1 只 要 证 B 的 每 个 道路 连通 的 基本 邻 域 U 是 半 单 连通 的 . 
nt 一 一 一 一 一 一 r() 


pl pr 


rt x (BY 


取 户 :GZ7) 的 一 个 分 支 了 , 则 
i MUD i pIVOAm VY 
= pe re iA (EB)) = 1. 
因此 是 平凡 的 , 邵 己 在 总 中 半 单 连通 . 


2， 当 plg 一 时 e 一 e 学 ,从 而 相应 的 f( 见 例 2) 一 样 . 

4. 取 B 的 一 个 道路 连通 的 基本 邻 域 U. 则 pp!(U) 的 所 有 分 
支 在 BS 之 下 映 威 EE 的 互 不 相交 的 开 集 :7.}. 并 且 不 难 验证 

(CD 昌 太 = 让:KD)， 且 和 |y。: Vs>U 是 同 胚 .从 而 户 是 
复 琶 映射. 

(2) 对 每 个 YY 是 p-1CU) 中 的 部 分 分 支 之 并 集 , 它 
们 每 个 都 被 同 胚 地 映射 到 V。, 由 此 容易 推出 也 是 复 秋 映射. 

(用 上 节 第 5 题 也 可 从 P 是 复 秋 映 射 推出 也 是 复 秋 映射 ， 
因为 允 是 从 pp 到 pi 的 同 态 . 》 

5 由 命题 5. 3,4 守 a 一 一 a~Y ,当然 8(1) 二 W(1). 
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若 训 (iD 一 名 人 D， 则 22z( 因 为 至 单 连通 ), 从 而 a 之 a'. 
6. 这 是 上 题 的 直接 推论 . 


第 六 章 
$1 
1， 因为 {zoyc,…vao} 处 于 一 般 位 置 ， 所 以 fa 一 2o,…， 
2 一 oo} 线 性 无 关 . 于 是 全,ao，,… ,4s) 处 于 一 般 位 置 等 价 于 6 一 ao 不 
能 用 {a 一 ao，… wa, 一 a} 线性 表示 , 即 引 不 在 foo,a1,…,a,} 所 张 超 
平面 上 . 
2. 用 反 证 法 . 车 人 急 ,ao ,oy,… sa} 不 是 处 于 一 般 位 置 , 则 由 上 
题 知 上 在 faoya， ya 所 张 超 平面 上 . 设 5 关 于 点 组 {aosal，…， 
ao } 的 重心 坐标 为 th 四 记 加 是 zs 上 重心 坐标 为 


1 1 Fe Ee 
| 二 1 的 点 , 则 线段 35 上 (将 它 分 制 为 定 比 


信 


T 


的 ) 点 的 重心 从 标 为 | 一 Dh 二 车 了 一 2D 为 十} 


可 取 到 二 € (0,1), 使 得 (一 4 六 十 二 富 了 之 0 G= 9， 


记 吉 是 以 (QQ 一 为 二 志和 一 六 十 


坐标 的 点 , 则 zx € 8, 但 经 ; 己 3; ,与 条 件 矛 盾 . 

3， 如 果 码 与 55 不 只 一 个 交点 , 则 其 中 一 条 在 另 一 条 上 . 不 妨 
设 P5C5, 则 xz' 是 26 的 内 点 ,可 计算 出 它 的 重心 坐标 全 大 于 0, 即 
z!' 不 是 边界 点 . 

4. “至 少 有 两 个 重心 坐标 大 于 0, 因 而 不 是 顶点 . 

6 必要 性 【1) 就 是 玉 是 复 形 的 条 件 之 一 ,下 面 证 (2). 设 s， 
s' 是 及 中 两 个 不 同 单 形 , 则 它们 规则 相处 . 于 是 ,如 果 它 们 有 交点 ， 
则 4 二 s 门 s' 是 它们 的 公共 面 , 一 定 是 某 一 个 的 真 面 ( 否 则 st 一 
> ) ,不妨 设 上 是 * 的 真 面 , 于 是 :与 3 :不 相交 。 
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为 重心 


充分 性 ”只 须 证 天 中 任何 两 个 单 形 s 与 ?规则 相处 . 如 果 它 
们 有 交点 , 则 任 一 交点 z, 它 一 定 是 : 的 某 个 面 + 的 内 点 ,也 -- 定 是 
的 某 个 面 2 的 内 点 . 由 条 件 (2) 知 ~t. 记 zf 是 s 和 s' 的 公共 顶点 
所 张 单 形 , 则 上 一 <z, 从 而 xEz, 不 难看 出 ss 一 < 

9. (1 一 > (3) 如 果 KK' 不 连通 , 则 KK' 可 分 成 两 个 非 空 不 
相交 子 复 形 L, 和 六 之 并 .于 是 VsE 天 , 它 的 顶点 或 全 在 1 中 ,或 
全 在 疡 中 ,由 此 把 天 的 单 形 分 为 两 类 ,分 别 记 作 天 和 天 :, 不 难 
验证 天 和 天, 是 不 相交 的 非 空 子 复 形 , 且 玉 一 K, UK,. 这 与 XK 连 
通 矛 盾 . 

《3) 一 = (2) 如果 |K | 不 连通 . 设 它 分 成 两 个 不 相交 闭 集 
,与 ,之 并 .下 中 每 个 一 维 单 形 或 在 X, 中 ,或 在 :中 ,由 此 将 
K' 中 单 形 分 为 和 I 两 部 分 ,不 难 验证 工 , 与 7 都 是 K' 的 非 
突 于 复 形 , 且 UL 一 Ki 站 Ls 二 名, 这 与 KK: 连通 矛盾 . 
(2) 一 =>(1)〉 如 果 天 不 连通 . 设 天 一 天 ;UK ,KE 和 天, 都 
是 天 的 非 空子 复 形 , 且 KiNK,=. 则 |K| 一 |Ki|U Ks1, 且 
|K KR 一 名 ,这 与 | 天 | 连通 矛盾 . 

10. 设 s 是 的 一 个 维 数 大 2 的 极 大 单 形 ( 它 不 是 天 中 别 
的 单 形 的 面 ). 则 由 Van-Kampen 定理 不 难得 到 

mlKD) nlKINS), 
并 且 RN 仍 是 连通 复 形 , |&\s| 一 1K|\s .逐个 去 掉 玉 中 所 有 大 
于 2 维 的 单 形 ,得 到 本 题 结论 . 
§2 

3， 任 何 两 个 K 中 维 单 形 最 多 只 有 一 个 公共 的 a 一 1 维 面 ， 
于 是 的 任何 一 个 维 定向 单 形 : 的 a 十 1 个 顺 向 面 至 少 有 一 个 
不 是 任何 别 的 维 单 形 的 面 . 下 面 证 明 C,(K) 的 每 个 非 零 链 一 定 
不 是 闭 链 , 由 此 得 到 Z,(K) 二 0， 

设 cEC,(KR).c, 闫 0. 不妨 设 cls) 隆 0,s 是 尺 的 -- 个 n 维 定向 
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单 形 . 记 上 是 的 一 个 顺 向 面 , 它 不 足 别 的 = 维 单 形 的 面 .于 是 
3ca(1) 二 cn(s) 关 0，, 从 而 c 不 是 闭 链 . 

4. 首先 从 直观 上 容易 看 出 (也 可 给 出 严格 论证 ),E* 上 的 每 
个 2 维 复 形 至 少 有 一 个 2 维 单 形 “ 在 边 上 ”( 即 它 有 1 维 面 不 是 别 
的 2 维 单 形 的 面 ). 

设 eEcC:(K),cs 天 0. 设 cs 在 2 维 定向 单 形 sz，s 上 取 
不 为 0 的 值 ,在 别 的 2 维 定向 单 形 上 的 值 为 0. 记 工 是 由 s,s,…， 
5 及 它们 的 全 部 面 构 成 的 的 子 复 形 .并 设 5 在 工 的 边 上 . 则 有 
3 的 1 维 顺 向 面 +, 它 不 是 ss，… ,ss 的 面 .于 是 3cs《f) 一 ca(s1) 关 0. 
从 面 3c 隆 0. 因为 工 是 子 复 形 ,cs 在 玉 上 的 边缘 链 与 在 工 上 的 边 
缘 链 相同 ,所 以 cz 世 Za(K) .这样 Z:( 天 ) 一 0. 


§3 

2. 只 用 证 9=1 的 情形 ,其 余 情 形 由 第 1 题 得 到 . 

显然 Ci(K) 二 C1(KDBC (KD) ,ZK 四 ZK I TI KR). 
设 mE2(K), 且 za 一 ca 十 cecECOKDG=1,2). 于 是 ,ac 十 acz 
一 0. 而 ac 一 一 acs 在 天 一 ae 中 , 它 必 为 ma,. 又 从 指数 的 意义 知 
二 0. 于 是 a 二 Acs 二 0,c.EZ1(KD (i=1,2). 于 是 ZK)=Z1(K;) 
BZ.(K,). 作 商 群 得 到 结论 . 

3. (1) 设 z=c1 十 csy6 ECi(KD)G=1,2). 则 3c 十 3c:=0. 面 
ac 一 一 ac 是 天 。 中 指数 为 0 的 0 维 链 ,从 而 由 天 。 的 连通 性 得 知 
存在 K, 的 一 个 1 维 链 c; 使 得 3c;=3ct, 记 zx: 一 cl 一 cyzz 一 cz 十 ca， 
则 3z,=0, 且 = 一 z, 十 zz 

(2) 证 法 类 似 (1). 

(3) 设 cECyi(K),a3c=z1 十 zz. 记 c 一 cl 二 casciECori( 开 位 
二 1,2). 则 8c 十 3c; 二 十 z2, 从 而 9c 一 Zz 二 一 3cs 十 zz 是 下 ,中 的 
闭 链 . 由 于 Hi(K0) 一 0, 9c 一 Zz EBo(KD) ,从 而 < EB (KD (i 一 1， 
2). 

4. 利用 上 题 的 结果 . 
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§4 


Z, 4=0,1,2, 
2. H,(K) 宕 
0， gg 关 0,1,2. 
Z， 2 一 0， 
3 ml 2 一 2， 
0， 9 天 102 
Z， 2 一 0， 
4. moze & 盖 1， “ 
0， g 关 0,1. 
Q, g=0, 


.HA(K 宇 
6 (天 IO) 他 g 0. 
7. HK;0)G, 当 g#0 时 ,H,(K;G)=0. 


第 七 章 
$1 


3. 设 Carkz 一 (anal ,dy) 一 Aa, 则 入 >0,Y i 一 0, 

1,…,4. 根据 9 的 定义 ,Kx) E plCarxz)，, 并 且 
PCz) = Dp), 
于 是 六 xz) 在 gLCarxz) 的 重心 坐标 全 大 于 0, 从 而 
Carr Fz) = HCarrz). 

一 一 规定 9: 开 -了 工 如 下 :Ya 一 (ao va)E 天 ,规定 Ya 
是 过 中 由 郧 (ac)，…, 多 (co) 所 张 的 单 形 . 不 难 验证 是 一 个 单纯 映 
射 , 并 且 它 的 顶点 映射 就 是 龟 . 

6. (1) YrEStxs: 有 :<s<Carxzx, 从 向 TE Stxt. 

《2) 由 (1) 知 Stxs 二 Stkai 二 0,1,…,g ,从 而 
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a 
Stxs Cf | Stra.. 
0 


反之 , 音 工 后 门 Stxa,, 则 a Carrr(y i 二 0,1,…,9). 于 是 s < 
Carx7, 由 定义 得 出 x € Stxs, 于 是 


< 
门 Stke. © Stss. 
0 


$2 


4. 分别 记 上 = 二 Bd ,一 BdA"+:. 愉 须 证 |K| 到 | 工 | 的 任何 
连续 映射 痢 零 伦 . 设 f: |K| 一 | 工 | 连 续 , 则 存在 单纯 下 近 p， 天 ” 
一 上 .Pp: | 天 |] 一 眶 | 不 满 , 从 而 零 伦 , 于 是 fp 也 零 伦 ， 

5. 不 妨 设 式 ,Y 都 是 多 面体 , 且 刁 一 | 及 | ,了 一 | 虐 |. 对 任意 非 
负 整 数 7, 从 "到 工 的 单纯 映射 是 有 限 个 . 而 每 个 连续 映射 了 : 
XY 都 同 伦 于 一 个 单纯 映射 pq: 天 ”~ 也 导出 的 连续 映射 P: 六 
一 Y. 由 此 不 难得 到 结论 . 


§3 


1 HS VY S$") < (2 (Os 
0, gz On,m. 
2 例如 和 一 S2V 81 
3 X-S VS VS (mi(X) 空 Z*2, 而 吉 (T) 衬 ZO@Z, 因 而 


XO¥1".) 


4 
1， 因 为 了 零 伦 . 
了 Z， 9 一 0， 
2. smsler 9 一 1， 
0， 4 天 0,1， 
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Z，9=0， 
3，1(CX) 全 1Z，34 一 1 ， 


0， 2 天 0 1 
Z， 9 一 02， 
4. wens| g=1, 
0， 9 天 0,1,2. 
2 g=0,1, 
5. weos|zazez g =- 2， 
0， 94 天 0,1,2. 
第 八 章 
3$1 


如 果 S” :是 羡 的 收缩 核 , 则 包含 映射 : 5”' 一 D" 诱导 
的 各 维 同 调 群 的 同 态 都 是 单 的 , 但 显然 ie-，: Hs-1 C5”) 一 
五 -CD") 不 是 单 的 . 

2， 见 第 四 章 $ 5 的 习题 8 的 解答 . 

3. 设 X=f 了 (DP"), 则 X 实 PD', 并 且 广 ': X>D" 与 包含 映射 
i: D" 一 X 的 复合 映射 i。 广 ' : XXX 一 定 有 不 动 点 , 它 也 就 是 了 
的 不 动 点 . 

4 如果 了 不 满 , 设 E PAYCDD), 则 ES ,否则 六 零 
伦 , 从 而 deg(75)=0. 于 是 有 收缩 映射 > : PN{zo}S" .于 是 所 
三 r。 (FS 0 由 此 不 难得 出 (Fo),o-5 是 平凡 的 ,从 而 deg (7。》 
=0. 


5,，《1) 如 果 了 无 不 动 点 , 则 了 同 伦 于 对 径 映 射 , 如 果 YzE 
SCz) 天 一 7, 则 大-id. 于 是 对 径 映射 同 伦 于 jid. 而 当 为 偶数 
这 是 不 可 能 的 ， 

《2) 天 的 映射 度 非 负 ,从 而 产 不 同 伦 于 对 径 映 射 , 它 必 有 不 
动 点 ， 
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§2 


1 作 g :S">S" 为 
CD cz ~ fz) 
有 TF = FT 


则 是 保 径 映射 ,deg(g) 是 奇数 . 不 难 证 明 g 守 了, 从 而 deg (六 = 
deg lg) 是 奇数 . 

2. 不 妨 设 5S 二 | 允 | ,XX 二 | 久 1,K 为 一 个 复 形 .类似 于 引 理 1 
的 证 明 ,可 构造 了 的 单纯 明 近 9 : ( 芒 )"' 一 K, 使 得 Ya EE 
(( 丈 )2)0 G0) 一 9 一 0) ;, 则 9, 一 .不 难 验 证 ,9(Z.((3*)))CC 
22Z,( 天 ) , 当 ? 为 奇数 时 ,只 一 和. 

3. 第 2 题 的 直接 应 用 . 

4， 本 题 的 方法 类 似 于 第 1 题 , 作 g(z) = (f(z)+fC_z)/ 
fr) + f= zl. 

5. 如 果 吉 >n, 设 i: S" 一 5” 是 包含 映射 , 则 i。f 是 保 径 映 
射 ,但 又 不 满 ,从 而 deg(i。 让 = 二 0, 蔬 秆 . 


§3 


1. 因为 /,, 是 同 伦 不 变量 ,所 以 tr(f,,) 以 及 用 它们 规定 的 工 
《让 都 是 同 伦 不 变量 . 

2. 不 难看 出 了 (id) 一 XK) 天 0, 从 而 二 (7 天 0， 

3， 责 (CP:,BD) 一 0,Y9g>1. 于 是 对 任何 连续 映射 六 : P* 一 P?， 
工 ( 门 =1, 从 而 上 有 不 动 点 . 


302 


名 词 索 引 


《 按 汉语 拼音 顺序 》 

Brouwer 不 动 点 定理 61138 
B 不 可 完 向 9] 
保 径 映 射 234 | 不 可 定向 曲面 31 

平 单 连 通 154 C 

羊 欧 氏 空 间 88 
包含 映射 9 | Ci 公 型 39 
Betti 数 193 | Cz 公理 39 
闭 包 197 | Ci 空间 39 
闭 包 复 形 194 | Cs 空间 39 
闭路 67 | 超 平面 172 
闭路 类 108 | 乘积 空间 30 
闭 集 15 | 乘积 拓扑 30 
闭 链 186 | 承载 单 形 176 
闭 链 群 186,265 | ” 零 调 承载 子 266 
闭 曲面 88 | 秽 密 17 
闭 映射 29 | 重 分 链 映 射 216 
德 形 子 集 71 

边界 88 了 
边界 点 88 | 代数 基本 定理 139 
边缘 173 | 导 集 17 
边 绢 点 173 | 单纯 形 ( 单 形 ) 171 
边缘 复 形 174 自然 单 形 172 
边缘 链 184 单 形 的 项 点 171 
边缘 链 群 186,265 单 形 的 别 173 
边缘 同 态 184,265 单 形 的 定向 181 
Bolzano-Weierstrass 性 质 59 | 单纯 通 近 206 
Borsuk-Ulam 定理 23? | 单纯 通 近 存在 定理 214 
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单纯 复合 形 ( 复 形 ) 17 
单纯 测 分 176 F 
单纯 映射 203 | 到 向 对 95 
侍 纯 欠 175 | 襄 紧 58 
单 连通 1 | 非 退 化 204 
i 名 | 4 人 本 
可 分 量 31 
人 了 | 和 要 459 
复 得 变换 群 159 
道路 类 108 和 
、 、 复查 空间 146 
道路 类 的 逆 110 机 
直路 类 的 乘积 110 这 复 委 字 间 (万 有 复合 空间 》 162 
省 路 连通 68 不 则 复 友 空间 160 
道路 连通 分 支 (道中 分支) no 和 和 
第 卡 久 积 9 闭 蜂 六 24 
第 一 可 数 公 理 人 | 加 红 要 半 58 
第 二 可 数 公理 4 局 部 有 限 要 六 28.58 
底 空 间 147 | ， 开 要 和 2 
点 道路 67 站 
定向 181 有 限 材 盖 24,51 
定向 单 形 181 了 本 次 5 
单 形 的 定向 181 复合 形 ( 复 形 ) 174 
度量 空间 13 内 包揽 形 了 
多 边 形 表示 93 | 也 入 复 形 m4 
标准 多 边 形 表示 94 | 了 174 
多 面体 176 G 
多 面体 的 同调 群 220 
对 径 映射 229 | 规则 相处 173 
骨架 175 
E 关联 系数 183 
Euler 多 面体 定理 3 H 
Euler 示 性 数 193 
Euler 数 5 | Hausdorff 空间 37 
Euler-Poincare 公式 193 | 核 248 
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1filbert 空间 
Fopt 迹 数 引 埋 
环 栖 
环 居 (CT2) 

维 环 C7”) 
换 位子 
换 位 子 群 


基 
基本 邻 域 
基本 群 
基本 群 的 基点 
迹 数 
迹 数 可 加 性 定理 
吉 细 
开 如 细 
交叉 由 
交换 化 
简单 闭 曲 线 
几何 无 关 
几何 锥 
截面 
紧 政 性 
Jordan 曲线 
Jordan 曲线 定理 
局 部 半 单 连通 
局 部 道路 连通 
局 部 连通 
局 部 有 限 覆 盖 
局 部 紧 致 


112 
112 


153 


142 


并 集 
下 覆盖 
开 映 射 
可 乘 性 
可 度 星 化 
可 分 拓扑 空间 
可 误 分 空间 
可 剖 分 空间 的 同调 群 


Klein 烤 
喜 格 


Lebesgue 数 
Lefschetz 不 动 点 定理 
Lefschetz 数 

连通 和 

连通 分 支 

连续 映射 

连续 性 


186,2 


进 映射 
标准 链 映射 
下 分 链 映 射 
正 这 链 映 里 

列 紧 性 

Lndelsf 定理 

等 调 的 

零 调 承 载 子 

邻 域 

邻 域 基 

邻 域 系 

零 伦 

访 形 

伦 型 

伦 移 


Lusternik-Sehnirelmann 定理 


每 集 

面 
真 面 
道 癌 面 
显 向 面 

Mabiu* 带 


掩 了 群 
内 点 
内 部 
内 直 和 


欧 氏 空间 
306 


M 


206.265 
216 

216 

267 

50 

42 

196 ,266 
266 

16 

39 

39 

107 


245 
15,88,173 
16,88,173 

248 


平 环 


奇 点 
七 桥 问题 
切 向 量 场 
棋 巾 


四 色 问 题 


73 


159 


| 拓扑 12 


T 乘积 拓扑 ao 
元 公理 4 | 度 晤 拓扑 15 
Ti 公理 36 平凡 拓扑 12 
了 公理 36 离散 拓扑 12 
二 ,公理 37 欧 氏 拓扑 13 
了 公理 38 | 。 商 拓 外 下 
提升 117 ,150 余 可 数 折 孙 13 
贴 空间 78 余 有 限 拓 补 . 13 
Tietre 扩 柴 定理 好 | 下 尝 问 新 了 
同调 186 | 拓扑 变换 5,24 
同调 类 186 | 拓扑 性 质 5.27 
同调 群 186,265 | 拓扑 概念 2 
区 亩 群 的 206,219,265 | 折 扑 和 7 
多 而 休 220 | 拓扑 拓 2 
可 齐 分 空间 的 同调 群 220 | 。 集合 的 拓扑 基 呈 
同 伦 104 拓扑 空间 的 拓扑 基 32 
同 伦 的 乘积 106 | 拓扑 公理 2 
局 伦 的 逆 106 | 拓扑 空间 12 
常 同 伦 106 | 拓扑 锥 80 
定 端 同 伦 109 
相对 同 伦 107 MM 
直线 同 伦 . 105 | Van-Kampen 定理 135,261 
同 伦 不 变性 122 
同 伦 等 价 124 Ww 
同 伦 逆 124 
同 工 24 完全 原 像 ( 原 像 》 8 
司 眶 映 寺 24 | 站 虹 2 
同 向 对 95 | 无 灾 并 机 
同 伦 提升 定理 155 Xx 
透镜 空间 161 
投 系 29 | 像 8 
退化 204 | 纤维 147 
号 包 170 | 星 形 207 


星 形 性 质 
形变 收 芝 

强 形变 收缩 
形变 收 短 核 

强 形变 收 顷 核 


叶 数 
一 般 位 时 
一 笔画 
1 维 简单 链 
1 维 简单 财 链 
遗传 性 
映射 
包含 映射 
保 答 映射 
闭 映 射 
常 值 映 射 
单纯 映射 
顶点 映射 
对 径 映 射 
异同 映射 
开 映射 
链 映射 
连续 映射 
嵌入 映射 
商 映射 
收缩 映射 
同 且 映 射 
映射 度 
映射 类 
映射 提升 定理 
诱导 同 态 
有 核 闭 集 族 
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29 
206 ,265 
22 

27 

80 

50 

24 
229 
106 
156 
2 
59 


有 限 牛 成 交换 群 245 
有 限 牛 成 交换 群 基本 定理 253 
ypueo 度 量化 定理 48 
Ypmenn 相 理 45 
圆 束 181 
诛 像 8 
Zz 
粘 合 映射 78 
粘 接 引 理 24 
正规 空间 39 
正则 空间 39 
真 面 173 
正常 链 映射 267 - 
直 加 项 248 
直 和 248 
内 直 和 248 
直 和 因子 248 
直 和 分 解 定理 190 
秩 250 
指数 190 
重心 211 
重心 重 分 212 
重心 坐标 . 172 
柱 化 107 
锥 顶 175 
子 空间 18 
自然 单 形 172 
自由 乘积 254 
自由 交换 群 244 
自由 交换 群 的 基 244 
自由 群 255 
自由 生成 元 组 255 
踪 123 


空 集 

集合 和 的 若 梨 

集合 4 所 售 元 素 的 个 数 或 4 的 势 
属于 

不 属于 

包含 于 (包括 相等 的 情形 》 


无 交 并 
直 和 
自由 乘积 


简 卡 儿 积 , 直 积 
集合 区 与 Y 的 第 卡 儿 积 ,或 拓扑 空间 X 与 了 的 习 积 空间 
群 Cl 与; 的 直 积 
集合 X 关 于 等 价 关 系 ~ 的 商 集 ; 拓 扑 空间 X 关于 等 价 关系 一 的 
商 空间 
把 X 的 子 集 4 捍 为 一 点 而 得 到 的 商 空间 
于 集 4 减 去 B( 由 在 4 中 而 不 在 BB 中 的 点 构成 ) 
边界 ,边缘 
集合 4 的 边界 
梳 形 的 边界 
单 形 :的 边缘 
同 旺 , 同 物 
同 伦 ; 同 伦 等 价 
定 端 同 伦 
相对 同 伦 
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a 

[X,Y¥] 

CX 

LX] 

IT(X ,an TCXY 
(Ep) 

EP) 


[a 


单 形 t 是 单 形 的 面 
合 刀 的 内 部 


集合 4 的 导 集 

集合 4 的 闭 包 

信 拓 扑 空间 义 到 Y 的 映射 同 伦 炎 的 集合 
从 拓扑 空间 多 到 了 的 全 体 连 续 映射 的 集合 
折 扑 空间 瑟 的 全 体 道路 类 的 集合 

基本 寿 

复查 空间 

复查 变换 群 

单 形 : 的 重心 

关联 系数 

复 形 玉 的 + 维 骨 架 

秘 形 玉 们 + 次 重心 晶 分 
复 形 大 的 Euler 示 性 数 

g 维 Betti 数 

道路 类 w 活 导 的 基本 群 同 构 
连 线 映射 了 活 导 的 基本 群 同 
过 续 映射 诱导 的 g 维 同 诉 群 同 态 
映射 与 8 的 复合 ( 汪 积 》 
映射 了 在 了 集 4 上 的 限制 

心 ,s 为 半 季 的 球形 邻 域 


复 形 下 的 4 维 边线 链 笠 


畴 形 玉 的 在 .rz€ 天 [处 的 承载 单 形 
童 形 :的 财 包 复 形 

复 形 天 的 9 维 链 群 

上 的 拓扑 淮 


4 维 单位 球体 
0 维 链 c 的 指数 
了 的 映射 度 


HKY 
HK :G2) 
TCR 


Tin7 


Kerc 


Mesht K) 


mp? 


a 维 欧 开 室 间 


复 形 天 的 4 维 同调 辜 
复 形 天 的 .以 C 为 系数 群 的 4“ 维 问 凋 群 
可 训 分 空间 碟 的 9 维 同调 群 


映射 的 像 
同 态 了 的 核 


复 虹 天 的 网 距 


自然 数 的 集合 
点 的 售 域 系 


射影 平面 
带 普 个 交叉 帆 的 朵 曲面 


有 理 数 集合 ,有 理 数 域 
St 上 闭路 的 图 数 


实数 集合 ,实数 域 
有 限 生 成 交换 群 本 的 秩 


? 维 单 位 球面 

复 形 K 的 重心 重 分 

复 形 玉 在 顶点 2 处 的 盟 形 
环 面 

带 个 环 柄 的 闭 曲面 

# 维 环 面 


整数 的 集合 ,整数 加 法 群 


扮 特 环 群 。 
复 形 上 的 9 维 拷 链 群 
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